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A(U) – бирдикте анализдердин көптүгү 𝑈: = {𝑧 ∈ ℂ: |𝑧| < 1} функциялары болсун, 𝐵ଶ𝑓 ∈ 𝐴(𝑈 − дын көп функциялары, алар 

үчүн функциялардын ченеми чектелүү ∥ 𝑓 ∥ଶ: =∥ 𝑓 ∥஻మ
= ቀ

ଵ

గ
∬

(௎)
|𝑓(𝑧)|ଶ𝑑𝜎ቁ

ଵ/ଶ

< ∞. 𝑓 ∈ 𝐴(𝑈) кадимки өндүрүштүк тартип үчүн 

m∈N𝑓(௠)(𝑧) аркылуу белгиленген жана М функциялардын классын киргизүү 𝐵ଶ
(௠)

: = ൛𝑓 ∈ 𝐵ଶ: ∥ 𝑓(௠) ∥ଶ< ∞ൟ. 𝐸௡(𝑓)ଶ - мыкты мамиле 

көлөмү 𝑓 ∈ 𝐵ଶ комплекстүү алгебралык полиом даражасы ≤n. белгилүү [1], бардык белгилери үчүн 𝑓 ∈ 𝐵ଶ
(௠)бирдей бар экени 

белгилүү 𝐸௡ିଵ(𝑓)ଶ ≤ ට
௡ି௠ାଵ

௡ାଵ
⋅

ଵ

ఈ೙,೘
⋅ 𝐸௡ି௠ିଵ(𝑓(௠))ଶ, каякта 𝛼௡,௠: = 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2) ⋯ (𝑛 − 𝑚 + 1), 𝑛 ≥ 𝑚, 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ. Бул эмгекте 

ортолук 𝐸௡ିఔିଵ(𝑓(ఔ))ଶ (𝜈 = 1,2, ⋯ , 𝑚 − 1; 𝑚 ≥ 2) жана мыкты ыкмаларды 𝐸௡ି௠ିଵ(𝑓(௠))ଶ улук өндүрүштүк 𝑓(௠). Аркандай m 

экенин далилдеп турат, 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ, 𝜈 ∈ ℤା, канааттандырарлык чектөө 𝑛 > 𝑚 ≥ 𝜈 ≥ 1, 𝑚 ≥ 2, ар кандай өзгөчөлүктөрү 𝑓 ∈ 𝐵ଶ
(௠) 

адилеттүүлүк так укук 𝐸௡ିఔିଵ(𝑓(ఔ))ଶ ≤ ට
௡ି௠ାଵ

௡ିఔାଵ
⋅

ఈ೙,ഌ

ఈ೙,೘
⋅ 𝐸௡ି௠ିଵ(𝑓(௠))ଶ, жана анын тиркемеси бир убакта функцияларды жана 

анын ырааттуу туунду жакындоосун бир экстремалдык тапшырманы аткарууга берилген. 
Негизги сөздөр: Колмогоровдун так барабасыздыгы, ортоквадраттык жакындоо, регулярдуу болуу тармактары, арадагы 

туунду, функциялардын ченеми, бир эле убакта жакындануу, комплекстүү өзгөрүлмө, эң мыкты полиномиалдык жакындоо, экс-
тремалдык милдеттер, Бергман мейкиндиги. 

Пусть 𝐴(𝑈) - множество аналитических в единичном круге 𝑈: = {𝑧 ∈ ℂ: |𝑧| < 1} функций, 𝐵ଶ - множество функций 𝑓 ∈ 𝐴(𝑈), 

для которых ∥ 𝑓 ∥ଶ: =∥ 𝑓 ∥஻మ
= ቀ

ଵ

గ
∬

(௎)
|𝑓(𝑧)|ଶ𝑑𝜎ቁ

ଵ/ଶ

< ∞.  Для 𝑓 ∈ 𝐴(𝑈) обычную производную порядка 𝑚 ∈ ℕ обозначим через 

𝑓(௠)(𝑧) и введём класс функций 𝐵ଶ
(௠)

: = ൛𝑓 ∈ 𝐵ଶ: ∥ 𝑓(௠) ∥ଶ< ∞ൟ. 𝐸௡(𝑓)ଶ - величина наилучшего приближения функции 𝑓 ∈ 𝐵ଶ ком-

плексными алгебраическими полиномами степени ≤ 𝑛. Известно [1], что для любой функции 𝑓 ∈ 𝐵ଶ
(௠) имеет место неравенство 

𝐸௡ିଵ(𝑓)ଶ ≤ ට
௡ି௠ାଵ

௡ାଵ
⋅

ଵ

ఈ೙,೘
⋅ 𝐸௡ି௠ିଵ(𝑓(௠))ଶ, где 𝛼௡,௠: = 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2) ⋯ (𝑛 − 𝑚 + 1), 𝑛 ≥ 𝑚, 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ. В данной работе найден ряд 

точных неравенств между величиной наилучшего приближения промежуточных 𝐸௡ିఔିଵ(𝑓(ఔ))ଶ (𝜈 = 1,2, ⋯ , 𝑚 − 1; 𝑚 ≥ 2) и 
наилучшего приближения 𝐸௡ି௠ିଵ(𝑓(௠))ଶ старшей производной 𝑓(௠). Доказано, что при любых 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ, 𝜈 ∈ ℤା, удовлетворяющих 

ограничению 𝑛 > 𝑚 ≥ 𝜈 ≥ 1, 𝑚 ≥ 2, для любой функции 𝑓 ∈ 𝐵ଶ
(௠)беспристрастно точное неравенство  𝐸௡ିఔିଵ(𝑓(ఔ))ଶ ≤ ට

௡ି௠ାଵ

௡ିఔାଵ
⋅

ఈ೙,ഌ

ఈ೙,೘
⋅ 𝐸௡ି௠ିଵ(𝑓(௠))ଶ и дано её приложение к одной экстремальной задаче одновременного приближения функций и её последователь-

ных производных. 
Ключевые слова: точные неравенства Колмогорова, среднеквадратическое приближение, области регулярности, промежу-

точные производные, норма функций, одновременногоприближения,комплексной переменной, наилучшее полиномиальное приближе-
ние, экстремальные задачи, пространство Бергмана. 

Let 𝐴(𝑈)–set of analytical in a single circle 𝑈: = {𝑧 ∈ ℂ: |𝑧| < 1} functions, 𝐵ଶ – multiple functions 𝑓 ∈ 𝐴(𝑈), for whom ∥ 𝑓 ∥ଶ: =∥

𝑓 ∥஻మ
= ቀ

ଵ

గ
∬

(௎)
|𝑓(𝑧)|ଶ𝑑𝜎ቁ

ଵ/ଶ

< ∞.For 𝑓 ∈ 𝐴(𝑈) the usual derivative of order 𝑚 ∈ ℕ denote by 𝑓(௠)(𝑧) and we introduce a class of 

functions 𝐵ଶ
(௠)

: = ൛𝑓 ∈ 𝐵ଶ: ∥ 𝑓(௠) ∥ଶ< ∞ൟ. 𝐸௡(𝑓)ଶ - best approximation value of the function 𝑓 ∈ 𝐵ଶ complex algebraic polynomials of degree 

≤ 𝑛. Known [1], that for any function 𝑓 ∈ 𝐵ଶ
(௠) there is inequality 𝐸௡ିଵ(𝑓)ଶ ≤ ට

௡ି௠ାଵ

௡ାଵ
⋅

ଵ

ఈ೙,೘
⋅ 𝐸௡ି௠ିଵ(𝑓(௠))ଶ,where𝛼௡,௠: = 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 −

2) ⋯ (𝑛 − 𝑚 + 1), 𝑛 ≥ 𝑚, 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ. In this paper we find a number of exact inequalities between the best approximation of intermediate 
derivatives 𝐸௡ିఔିଵ(𝑓(ఔ))ଶ (𝜈 = 1,2, ⋯ , 𝑚 − 1; 𝑚 ≥ 2) and best approximation 𝐸௡ି௠ିଵ(𝑓(௠))ଶ highest derivative 𝑓(௠). It is proved that for 

any 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ, 𝜈 ∈ ℤା, satisfying the constraint 𝑛 > 𝑚 ≥ 𝜈 ≥ 1, 𝑚 ≥ 2 for any function 𝑓 ∈ 𝐵ଶ
(௠) a fairly accurate inequality 𝐸௡ିఔିଵ(𝑓(ఔ))ଶ ≤

ට
௡ି௠ାଵ

௡ିఔାଵ
⋅

ఈ೙,ഌ

ఈ೙,೘
⋅ 𝐸௡ି௠ିଵ(𝑓(௠))ଶ, and its application to one extreme problem of simultaneous approximation of functions and its successive 

derivatives is given.  
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Неравенство, в котором общепризнанных мерок промежуточных производных функций оцениваются через 
нормы самих функций и общепризнанных мерок её производных больше высочайшего порядка, величаются не-
равенствами типа Колмогорова и эти неравенства играют вескую роль в во время выяснения экстремальных задач 
теории аппроксимации.  

В данной работе мы обретем свежие четкие неравенства, расценивающие 𝐵ଶ – норму промежуточных про-
изводных 𝑓(ఔ)(𝑧) (0 ≤ 𝜈 ≤ 𝑚) через 𝐵ଶ – норму самой функции 𝑓(𝑧) и 𝐵ଶ – норму производной 𝑓(௠)(𝑧), 𝑚 ∈ ℕ. В 
работе [2] была рассмотрена экстремальная задача о совместном полиномиальном приближении аналитических 
в единичном круге 𝑈: = {𝑧 ∈ ℂ: |𝑧| <} функций и их промежных производных более высокого порядка в про-
странстве 𝐵ଶ. Здесь мы также продолжим наши исследования, в этом же направлении, докажем новые точные 
неравенства об общем совместном полиномиальном приближении функций 𝑓 ∈ 𝐵ଶи ее промежных производных 
более высокого порядка.  

Вводим подходящую нам в последующем вспомогательные факты и определения, сквозь 𝐴(𝑈) подчеркнем 
множество аналитических в круге 𝑈 функций и будем заявлять, что функция 𝑓 ∈ 𝐴(𝑈) принадлежит пространст-
ву 𝐵ଶ, когда 

 ∥ 𝑓 ∥ଶ: =∥ 𝑓 ∥஻మ
= ቀ

ଵ

గ
∬

(௎)
|𝑓(𝑧)|ଶ𝑑𝜎ቁ

ଵ/ଶ

< ∞.                                                     (1)  

Естественно, что норму (1) возможно писать в следующем варианте 

 ∥ 𝑓 ∥ଶ: = ቀ
ଵ

గ
∫

ଵ

଴
∫

ଶగ

଴
𝜌|𝑓(𝜌𝑒௜௧)|ଶ𝑑𝜌𝑑𝑡ቁ

ଵ/ଶ

< ∞. 

Безусловно, что функция 𝑓 ∈ 𝐴(𝑈) имеет производные 𝑓(௠)(𝑧)каждых порядков 𝑚 ∈ ℕ, которые исполь-
зуются равенством  

 𝑓(௠)(𝑧) = ∑ஶ
௞ୀ௠ 𝛼௞,௠𝑐௞(𝑓)𝑧௞ି௠, 

где  

 𝛼௞,௠: = 𝑘(𝑘 − 1)(𝑘 − 2) ⋯ (𝑘 − 𝑚 + 1), 𝑘 ≥ 𝑚, 𝑘, 𝑚 ∈ ℕ. 

Вслед 𝐵ଶ
(௠)

: = ൛𝑓 ∈ 𝐵ଶ; ∥ 𝑓(௠) ∥ଶ< ∞ൟ, 𝑚 ∈ ℕ. 

Скажем, что𝑃௡ – огромное количество всеохватывающих алгебраических полиномов ступени менее n:  

 𝑃௡: = {𝑝௡(𝑧): 𝑝௡(𝑧) = ∑௡
௞ୀ଴ 𝑎௞𝑧௞, 𝑎௞ ∈ ℂ}. 

Равенством  

 𝐸௡ିଵ(𝑓)ଶ: = 𝐸(𝑓, 𝑃௡ିଵ)ଶ = inf{∥ 𝑓 − 𝑝௡ିଵ ∥ଶ: 𝑝௡ିଵ(𝑧) ∈ 𝑃௡ିଵ}, 

подсчитаем величину наилучшего полиномиального приближения функций 𝑓 ∈ 𝐵ଶ элементами из множества 
𝑃௡ିଵ в метрике пространства 𝐵ଶ. Известно, что [3, с. 209]  

 𝐸௡ିଵ(𝑓)ଶ =∥ 𝑓 − 𝑆௡ିଵ(𝑓) ∥ଶ= ቄ∑ஶ
௞ୀ௡

|௖ೖ(௙)|మ

௞ାଵ
ቅ

ଵ/ଶ

, 

где  

𝑆௡ିଵ(𝑓, 𝑧) = ∑௡ିଵ
௞ୀ଴ 𝑐௞(𝑓)𝑧௞ − частичная сумма разложения 𝑛-го порядка функций 𝑓 ∈ 𝐴(𝑈) в ряд Тейлора  

 𝑓(𝑧) = ∑ஶ
௞ୀ଴ 𝑐௞(𝑓)𝑧௞ . 

Естественно, что для функций 𝑓 ∈ 𝐵ଶ
(௠) все ее поочередные производные 𝑓(ఔ)(𝑧) (1 ≤ 𝜈 ≤ 𝑚 − 1) еще отно-

сятся пространству 𝐵ଶ и для них обладает место следующее разложение  
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 𝑓(ఔ)(𝑧) = ∑ஶ
௞ୀఔ 𝛼௞,ఔ𝑐௞(𝑓)𝑧௞ିఔ. 

Конкретным вычислением возможно просто установить, что  

 𝐸௡ିఔିଵ(𝑓(ఔ))ଶ = infቄ∥ 𝑓(ఔ) − 𝑝௡ିଵ
(ఔ)

∥ଶ: 𝑝௡ିଵ ∈ 𝑃௡ିଵቅ = 

 =∥ 𝑓(ఔ) − 𝑆௡ିଵ(𝑓(ఔ)) ∥ଶ= ቄ∑ஶ
௞ୀ௡ 𝛼௞,ఔ

ଶ ⋅
|௖ೖ(௙)|మ

௞ିఔାଵ
ቅ

ଵ/ଶ

. 

В работе [4-6] удалось установить, что для каждой функции 𝑓 ∈ 𝐵ଶ
(௠) правосудно точное неравенство  

 𝐸௡ିଵ(𝑓)ଶ ≤ ቀ
௡ି௠ାଵ

௡ାଵ
ቁ

ଵ/ଶ

⋅
ଵ

ఈ೙,೘
⋅ 𝐸௡ି௠ିଵ(𝑓(௠))ଶ, (2) 

где 𝑛 ≥ 𝑚, 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ и равенство в (2) имеет место для функции 𝑓଴(𝑧) = 𝑧௡ ∈ 𝐵ଶ
(௠)

(𝑈). 

Теорема 1. Скажем, что 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ, 𝜈 ∈ ℤା, 𝑚 ≥ 2. Дальше при условии  𝑛 > 𝑚 ≥ 𝜈 для каждой функции                 

𝑓 ∈ 𝐵ଶ
(௠), то справедливо следующее точное неравенство 

 𝐸௡ିఔିଵ(𝑓(ఔ))ଶ ≤ ቀ
௡ି௠ାଵ

௡ିఔାଵ
ቁ

ଵ/ଶ

⋅
ఈ೙,ഌ

ఈ೙,೘
⋅ 𝐸௡ି௠ିଵ(𝑓(௠))ଶ, 

которая обращается в равенства для функции 𝑓଴(𝑧) = 𝑧௡ ∈ 𝐵ଶ
(௠)

. 

Из этой теоремы вытекает следующее 

Следствие. В условиях теоремы 1, выполняется равенство  

 sup
௙∈஻మ

(೘)

ா೙షഌషభ
మ (௙(ഌ))మ

ா೙ష೘షభ
మ (௙(೘))మ

=
ఈ೙,ഌ

మ

ఈ೙,೘
మ ⋅

௡ି௠ାଵ

௡ିఔାଵ
. 

При фиксированном 𝜈 ∈ [1, 𝑚] включим определение 

 𝐴௠(𝑘): = (
௞ି௠ାଵ

௞ାଵ
)ఔ/௠ ⋅

௞ାଵ

௞ିఔାଵ
⋅

ఈೖ,ഌ
మ

(ఈೖ,೘
మ )ഌ/೘. 

Лемма. При всяких 𝑛, 𝑚, 𝜈 ∈ ℕ, удовлетворяющих ограничению 𝑛 > 𝑚 ≥ 𝜈, беспристрастно равенство 

 max
௞ஹ௡

𝐴௠(𝑘) = 𝐴௠(𝑛): = (
௡ି௠ାଵ

௡ାଵ
)ఔ/௠ ⋅

௡ାଵ

௡ିఔାଵ
⋅

ఈ೙,ഌ
మ

(ఈ೙,೘
మ )ഌ/೘. 

Приводим безо доказательств последующие теоремы. 

Теорема 2.Скажем, что числа 𝑛, 𝑚, 𝜈 ∈ ℕ, 𝑚 ≥ 2 удовлетворяют ограничениям 𝑛 > 𝑚 ≥ 𝜈. В то время для 
каждого 1 ≤ 𝜈 ≤ 𝑚 − 1 имеет место точное неравенство  

 𝐸௡ିఔିଵ(𝑓(ఔ))ଶ ≤ (
௡ି௠ାଵ

௡ାଵ
)ఔ/(ଶ௠) ⋅ ቀ

௡ାଵ

௡ିఔାଵ
ቁ

ଵ/ଶ

⋅
ఈ೙,ഌ

(ఈ೙,೘)ഌ/೘ × 

 × (𝐸௡ି௠ାଵ(𝑓(௠))ଶ)ఔ/௠ ⋅ (𝐸௡ିଵ(𝑓)ଶ)ଵିఔ/௠. 

Вводим в обозрение класс  𝑊ଶ
(௠)

: = 𝑊ଶ
(௠)

(𝑈), (𝑚 ∈ ℕ) – функций 𝑓 ∈ 𝐵ଶ
(௠), для коих ∥ 𝑓(௠) ∥ଶ≤ 1. Затем, 

при вычислении верхней грани по всем функциям 𝑓 ∈ 𝑊ଶ
(௠) в соотношениях совместного характера, обусловим-

ся, что 𝑓 ∈ 𝑃௠ , 𝑓(௠) ≠ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 

 Теорема 3. Скажем, что 𝑛, 𝑚, 𝜈 ∈ ℕ, 𝑚 ≥ 2, 1 ≤ 𝜈 ≤ 𝑚 − 1. То беспристрастно равенство  

 sup
௙∈ௐమ

(೘)

ா೙షഌషభ(௙(ഌ))మ

ா೙షభ
భషഌ/೘

(௙)మ

= ቄ(
௡ି௠ାଵ

௡ାଵ
)ఔ/௠ ⋅

௡ାଵ

௡ିఔାଵ
ቅ

ଵ/ଶ

⋅
ఈ೙,ഌ

(ఈ೙,೘)ഌ/೘. 
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 Теорема 4. При каждых 𝑛, 𝑚, 𝜈 ∈ ℕ, 𝑚 ≥ 2, для коих выполняется ограниченность 𝑛 > 𝑚 ≥ 𝜈, имеет 
место  

 ℰ௡,ఔ(𝑊ଶ
(௠)

)ଶ = ቀ
௡ି௠ାଵ

௡ିఔାଵ
ቁ

ଵ/ଶ

⋅
ఈ೙,ഌ

ఈ೙,೘
. 

В заключение отметим, что аналогичные задачи для функций действительного переменного рассмотрена в 
[7-16]. 
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