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Математикалык физиканын, кванттык механиканын жана азыркы прикладдык математиканын маселелеринде көбүнчө 
функцияларды жакындаштыруу теориясы колдонулат, башкача айтканда, кээ бир математикалык объекттердин башкалары 
тарабынан болжолдуу түрдө көрсөтүлүшүнүн мүмкүндүгү жөнүндөгү маселени изилдөөчү эсептөө математикасынын бөлүмү, 
эреже катары, жөнөкөй мүнөздөгү, ошондой эле каталар менен киргизилген баа жөнүндө суроолор. Иш функцияларды аппрокси-
малоо теориясында экстремалдык маселелерди чечүүдө бүтүндөй функцияларды колдонууга арналган. Функцияларды жакындатуу 
теориясынын негизги милдеттеринин бири – Джексон-Стечкин тибиндеги так барабарсыздыктарды табуу. Жексон-Стечкин 
тибиндеги барабарсыздыктар кеңири мааниде ар кандай нормалдуу X мейкиндигинде – бул мамилелер, мында жеке функциянын эң 
жакшы жакындашуусу f жакынкы функциянын өзүнө же анын айрым туундуларына мүнөздүү берилген жылмакайлыктын шар-
тында бааланат. f(r)∈ X. Джексон-Стечкин тибиндеги барабарсыздыктар макалада так табылган. Жана ошондой эле Стеклов 
оператору менен байланышкан m-тартиптин үзгүлтүксүздүгүнүн атайын модулдары менен аныкталган тиешелүү мейкиндиктер-
дин 𝐿௣(𝑅) (1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 𝑅: = (−∞, +∞)), функциялардын кээ бир класстары үчүн ар кандай орточо тууралыктардын так маанилери 
эсептелинет. 

Негизги сөздөр: эң жакшы жакындоолор, үзгүлтүксүздүктүн m-даражадагы модулу, Джексон-Стечкин тибиндеги барабар-
сыздыктар, экспоненциалдык типтеги бүткүл функция, v-туурасы, Стеклов оператору, экстремалдык мүнөздөмө, өлчөөчүлүк, 
жыйындылык, норма, төмөнкү чети. 

В задачах математической физики, квантовой механики и современной прикладной математики, чаще всего используется 
теория приближения функций, то есть, раздел вычислительной математики, изучающий вопрос о возможности приближенного 
представления одних математических объектов другими, как правило, более простой природы, а также вопросы об оценках вноси-
мой при этом погрешности. Работа посвящёна применению целых функций при решении экстремальных задач теории приближения 
функций. Одной из основных задач теории приближения функций является нахождение точных неравенств типа Джексона-Стеч-
кина. Под неравенствами типа Джексона-Стечкина в широком смысле в любом нормированном пространстве X понимают 
соотношения,в которых наилучшее приближения индивидуальной функции f оцениваетсячерез заданную характеристику гладкости 
самой приближаемой функцией или некоторой её производной f(r)∈ X. В статье найдены точные неравенства типа Джексона-
Стечкина. А также вычеслены точные значение различных средних поперечниковдля некоторых классов функцийпринадлежащих 
пространств 𝐿௣(𝑅) (1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 𝑅: = (−∞, +∞)), определяемых специальными модулями непрерывности m-го порядка, связанные с 
оператором Стеклова. 

Ключевые слова: наилучшие приближения, модуль непрерывности m-го порядка, неравенства типа Джексона-Стечкина, це-
лая функция экспоненциального типа, 𝜈 -поперечник, оператор  Стеклова, экстремальная характеристика, измеримость, сумми-
руемость, норма, нижняя грань. 

In problems of mathematical physics, quantum mechanics and modern applied mathematics, the theory of approximation of functions is 
most often used, that is, a section of computational mathematics that studies the question of the possibility of approximate representation of 
some mathematical objects by others, usually of a simpler nature, as well as questions about estimates of the error introduced in this case. The 
paper is devoted to the application of integer functions in solving extreme problems of the theory of approximation of functions. One of the 
main tasks of the theory of approximation of functions is to find exact inequalities of the Jackson-Stechkin type. Jackson-Stechkin type 
inequalities in a broad sense in any normalized space X are understood as relations in which the best approximation of an individual function 
f is estimated through a given smoothness characteristic of the most approximated function or some of its derivative f(r)∈ X. The exact 
inequalities of the Jackson-Stechkin type are found in the article. And also, the exact values of various average cross-sections for some classes 
of functions belonging to spaces 𝐿௣(𝑅) (1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 𝑅: = (−∞, +∞)), defined by special modules of continuity of the m-th order associated 
with the Steklov operator are calculated. 

Key words: best approximations, m-th order modulus of continuity, Jackson-Stechkin type inequalities, exponential type integer function,
 -widths, Steklov operator, extreme characteristic, measurability, summability, norm, lower bound. 

Общеизвестно, сопряженные с аппроксимацией на всей оси, первым изложено С.Н. Бернштейном [1], кото-
рый ввёл понятие оптимальной аппроксимации функции, установленной на безграничном интервале посред-
ством целых функций конечной степени и основал теорию аппроксимации на всей оси.  
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Предположим 𝐿௣(𝑅) (1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 𝑅: = (−∞, +∞)) – пространство измеримых и интегрируемых в 𝑝-й 
степени на всей оси 𝑅 функций 𝑓 с нормой  
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Наряду с этим 𝐿ஶ(𝑅) – пространство измеримых и ограниченных на 𝑅 функций с нормой ‖𝑓‖௅ಮ(ோ): =

𝑣𝑟𝑎𝑖𝑠𝑢𝑝{|𝑓(𝑥)|: 𝑥 ∈ 𝑅}; 𝑁 – множество натуральных чисел; 𝑍ା = 𝑁 ∪ {0}; 𝑅ା – совокупность положительных дей-

ствительных чисел. С помощью 𝐿௣
(௥)

(𝑅) (1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, 𝑟 ∈ 𝑍ା; 𝐿௣
(଴)

(𝑅) = 𝐿௣(𝑅)) определим совокупность функций 

𝑓 ∈ 𝐿௣
(௥)

(𝑅), для них производные (𝑟 − 1) -го порядка 𝑓(௥ିଵ) безусловно непрерывны, а также имеет место, для 

производных 𝑟 -го порядка, следуюшие включения 𝑓(௥) ∈ 𝐿௣(𝑅),1 ≤ 𝑝 ≤ ∞. Далее, как в работах [1;2], структур-
ные характеристики функций из 𝑓 ∈ 𝐿௣(𝑅) определяются обобщённым модулем гладкости 𝑚 -го порядка создан-
ные с помощью среднего оператора Стеклова функции 𝑓 ∈ 𝐿௣(𝑅) 
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С помощью 𝐵ఙ,௣(0 < 𝜎 < ∞, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞) определим, сжатие на множество любых функций экспоненциаль-

ного типа 𝜎, являвшимися элементами в 𝐿௣(𝑅). Следуюшую характеристику 𝐴ఙ(𝑓)௣: = 𝑖𝑛𝑓{ ‖𝑓 − 𝑔ఙ‖௣: 𝑔ఙ ∈

𝐵ఙ,௣},  1 ≤ 𝑝 ≤ ∞ называем оптимальной аппроксимацией функции 𝑓 ∈ 𝐿௣(𝑅) элементами подпространства 
𝐵ఙ,௣ (𝜎 ∈ 𝑅ା, 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞).  

Для удобства вводим и изучаем следуюшую величину  
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где 𝜓 ≥ 0 –измеримая интегрируемая на сегменте [0, 𝑡] функция, не равносильную к нулю; 𝑟 ∈ 𝑍ା; 𝑚 ∈
𝑁; 𝑡, 𝜎 ∈ 𝑅ା; 0 < 𝑞 ≤ 2.  

Здес подчёкиваем, что в выражении (2), когда структурные характеристики  функций определяется класси-
ческими модулями гладкости (как определил С.Н. Бернштейном в 1912 г.), а в качестве аппарата аппроксимации 
употребляются тригонометрические многочлены, при 𝑝 ∈ (0,2] ранее исследованные в статье М.Ш. Шабозова и 
Г.А. Юсупова, а когда p = 2 еще ранее в работе А.А. Лигуна. А также в разных величинах m, p и явных весовых 

функциях  многими исследователями [3-12].  
В этой статье продолжим изучение величины (2) и излагаем более обшие и окончательные результаты, не-

жели в указанных выше цитированных работах, в случае, когда структурный состав функций определяется обоб-
щённым модулем непрерывности 𝑚-го порядка, а в качестве аппарата аппроксимации принимаются целые функ-
ции. То есть сначало доказываются следуюшие утверждения:   

Теорема 1. Если ψ ≥ 0 – измеримая интегрируемая на сегменте [0, t] функция и m ∈ N, r ∈ Zା, σ ∈ Rା, t ∈
(0, π/σ], q ∈ (0,2]. То для величины (2) имеет место следуюшее неравенство 
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где   
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Отсюда вытекают: 
Следствие 1. Если имеет место все условия теоремы 1 и, помимо весовая функция ψ ≥ 0 является интегри-

руемой на сегменте [0, t]. Тогда для всех 0 < t ≤ 3π/(4σ) выполняется равенство  

 

.

)(
sin

:=)},;({=);(

0

1
,,,,,

q

t mq

r

qrmqrm

d

tatM

 





 











 

Отсюда если q = 1/m, m ∈ N, ψ(τ) ≡ 1 и ψ(τ) ≡ τ, верны следующие равенства  
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Далее рассмотрим следуюшую экстремальную характеристику  
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для которых имеет место следующее утверждение:   
Следствие 2.  Если g(τ) ≥ 0 – некоторая измеримая интегрируемая на сегменте [0, a] (a ∈ (0, π] ) функция 

и m ∈ N, r ∈ Zା, 0 < p ≤ 2, то имеет место следующее неравенство  
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Теорема 2.  Если ψ(τ) – некоторая интегрируемая на сегменте ][0,t  функция (неэквивалентную нулю),m ∈
N, r ∈ Zା, 0 < p ≤ 2, σ ∈ Rା, 0 < h ≤ 3π/(4σ),  тогда справедливо равенство  
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где  𝑠 = 0,1,2, … , 𝑟. 

Для описания будущих новых исследований приводим следующие определения и обозначения. 
Далее полагаем, что 𝑄 центрально-симметричное множество из 𝐿௣(𝑅) и 𝜈 > 0 любое число. В таком случае, 

средним 𝜈 -поперечником по Колмогорову множества 𝑄 в пространстве 𝐿௣(𝑅) понимаются следуюшие равенство  
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Средним прямолинейным 𝜈 - поперечником множества 𝑄 в 𝐿௣(𝑅) именуют величину  

С помощью следуюшего равенства 
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определяется средним линейным 𝜈 -поперечником множества 𝑄 в 𝐿௣(𝑅), где инфимум определяется по модулю 
всем парам (𝑋, 𝛬).  

Наконец-то с помощью следуюшей формулы определим средние 𝜈 -поперечника по Бернштейну множества 
𝑄 в 𝐿௣(𝑅): 
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Если 𝛹ଵ(𝑡) , 𝑡 ≥ 0 - любая возрастающая непрерывная функция такая, что 𝛹ଵ(0) = 0, то для любых 𝑚 ∈
𝑁, 𝑟 ∈ 𝑍ା, 0 ≤ 𝑞 ≤ 2 и ℎ ∈ 𝑅ା подразумеваем  
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Для каждого центрально-симметричного множества G⊂ 𝐿ଶ(𝑅), определим оптимальную аппроксимацию 
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где 4.49 < 𝑡∗ < 4.51.  

Теперь используя заключения теоремы 1 можно доказать следующее утверждение:  

Теорема 3.  Пусть для любых σ ∈ Rା, 0 < h ≤ π/σ,  m ∈ N, 0 < q ≤ 2 мажоранта функция Ψଵ удовлетворяет 
условию  
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тогда при σ = πν(ν > 0),  r ∈ Zା получаем равенство 
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где μ

஝
(⋅)-любой из перечисленных выше средних ν -поперечников (Колмогорова, линейного, Бернштейна).  

Из этой теоремы следует: 
Следствие 3. При выполнении условия теоремы 1; s = 0,1, . . . , r − 1, где r ∈ N и 0 < ν < ∞, получаем 

следующее равенство:  
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