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Бул жумушта сингулярдык  козголгон маселенин  чечими туруктуулук шарты өзгөргөн  учурда изилденет. Ошону менен  

бирге критикалык чекит болгон учур да, башкача айтканда, чечимдин кармалуусунун чектүү чекиттери да каралат. Бул 

жумушта ушул мезгилге чейин чечилбеген маселелер изилденет. Чечим регулярдуу эмес учурда  каралат,  тактап айтканда,  

интеграл астындагы функция аймактын чек арасында   өзгөчө чекиттерге ээ болгон учурда изилденет. Каралуучу маселенин 

чечими чектелген экендиги далилиденет. Изилденүүчү маселенин чечиминин асимптотикалык ажыралмасы тургузулат. Ки-

чине параметрдин жетишээрлик кичине болгон маанилеринде козголгон маселенин чечими козголбогон маселенин чечимине 

жакын боло тургандыгы автордук методдор менен далилденген.  Сингулярдык козголгон маселелердин чечимдеринин асимп-

тотикасын  изилдөөнүн  жыйынтыктары жана натыйжалары сызыктуу эмес термелүүлөр,  жарым өткөргүчтүү  прибор-

лор теориясындагы  стационардуу жана стационардуу эмес маселелерди чечүү, физикалык жана техникалык акустикадагы 

радиотехниканын түрдүү  тармагындагы жумуштарда, гидро жана аэродинамикада ж.б. багыттагы маселелерде колдо-

нулат.  

Негизги сөздөр:  сингулярдык козголгон маселе, кичине параметр, регулярдык эмес учур, өздүк маанилер, аналитикалык 

функция, маселе, баалоо, интеграл, чечим, функция, барабардык, кесинди, интегралдоо жолу. 

В работе исследуется решение сингулярно-возмущенных задач в случае смены условия устойчивости.  А также рассма-

триваются случаи критической точки, то есть конечные точки время задержки. В настоящей работе будут исследованы 

до сих пор неразрешенные задачи. Решение изучается в нерегулярном случае – подинтегральная функция имеет особые 

точки, которые расположены на границах области. Доказывается, что решение рассматриваемой задачи ограничено. 

Строится асимптотические разложения решения рассматриваемой задачи. Авторскими методами доказываются, что ре-

шение возмущенной задачи остаётся близким к решению невозмущенной задачи в рассматриваемом интервале при доста-

точно малых значениях малого параметра. Результаты по исследованию асимптотики решения сингулярно-возмущенных 

задач, и их приложений могут быть применены в теории нелинейных колебаний, при решении стационарных и нестационар-

ных задач теории полупроводниковых приборов, в различных отраслях работ радиотехники физической и технической 

акустики, в гидро и аэродинамике и др.  

Ключевые слова: сингулярно возмущенная система, малый параметр, нерегулярный случай, собственные значения,  ана-

литическая функция, задача, оценка, интеграл, решение, функция, равенство, отрезок, путь интегрирования.  

In this work we have studied solution of singularly perturbed problems in case of change in the stability condition. Cases of a 

critical point were considered, that are the end points of delay times. In this paper we have investigated unresolved problems. Solution 

was studied in the irregular case which has singular points located on the boundaries of the region. Solution of the problem under 

bounded consideration was proved. Asymptotic expansions of the  problem solution under consideration have been constructed. The 

author's methods prove that the solution of the perturbed problem remains close to the solution of the unperturbed problem in the 

considered interval for sufficiently small values of the small parameter.  Results of this study of  the asymptotic solution of singularly 

perturbed problems and their applications can be applied in the theory of nonlinear oscillations, in solving stationary and non-statio-

nary problems in the theory of semiconductor devices, in various fields of radio engineering of physical and technical acoustics, in 

hydro and aerodynamics, etc. 

Key words: small parameter, singularly perturbed system, irregular case, eigenvalues, analytic function, problem, estimation, 

integral, solution, function, equality, segment, path integration. 
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Рассмотрим   сингулярно возмущенную задачу,  изученную  в работе [1]   

𝜀𝑧̇ = 𝐴(𝑡)𝑧 + ℎ(𝑡),                                                                 (1) 

 𝑧(𝑡0, 𝜀) = 𝑧0(𝜀),                                                                      (2) 

где   0 < 𝜀 –  малый параметр,         

𝐴(𝑡) = (
sin 𝑡 𝑎 cos 𝑡

−𝑎 cos 𝑡 sin 𝑡
) ;     0 < 𝑎, 𝑎 ≠ 1; ℎ(𝑡) − заданная  аналитическая  функция;  0 < 𝜀 ≤

𝜀0 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.  Матрица    𝐴(𝑡) имеет  собственные   значения:   

𝜆1(𝑡) = sin 𝑡 + 𝑖𝑎 cos 𝑡 ;     𝜆2(𝑡) = sin 𝑡 − 𝑖𝑎 cos 𝑡 ; −
𝜋

2
≤ 𝑡0 < 0. 

Невозмущенная  система  

𝐴(𝑡)𝑧̃ + ℎ(𝑡) = 0                                                   (3) 

имеет решение   𝑧̃(𝑡) = −𝐴−1(𝑡)ℎ(𝑡) ≡ 𝑔(𝑡), причем  𝑔(𝑡) имеет  особенности  в точках,  где 

𝜆1(𝑡) = 0   или  𝜆2(𝑡) = 0. 

𝐴−1(𝑡) =
1

∆
(

sin 𝑡 −𝑎 cos 𝑡
𝑎 cos 𝑡 sin 𝑡

),  

∆(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛2𝑡 + 𝑎2𝑐𝑜𝑠2𝑡. 

Пусть  𝐾 = (
1 𝑖
𝑖 1

) ,   𝑧 = 𝑔(𝑡) + 𝐾𝑥. 

Тогда  задача (1), (2)  эквивалентна    задаче:  

𝜀𝑥̇ = 𝐷(𝑡)𝑥 + 𝜀𝑓(𝑡),                                                                         (4) 

𝑥(𝑡0, 𝜀) = 𝑥0(𝜀) = 𝑂(𝜀),                                                                  (5) 

где 𝑓(𝑡) = −𝐾−1𝑔̇(𝑡);  𝐾−1 =
1

2
(

1 −𝑖
−𝑖 1

) ;   

𝐷(𝑡) = 𝑑𝑖𝑎𝑔 (𝜆1(𝑡), 𝜆2(𝑡)). 

Задача (4), (5)  равносильна   задаче: 

𝑥(𝑡, 𝜀) = 𝐸(𝑡, 𝑡0, 𝜀)𝑥0(𝜀) + ∫ 𝐸(𝑡, 𝜏, 𝜀)𝑓(𝜏)𝑑𝜏,
𝑡

𝑡0

                          (6) 

где   𝐸(𝑡, 𝜏, 𝜀) = 𝑒𝑥𝑝 (
1

𝜀
∫ 𝐷(𝑠) 𝑑𝑠

𝑡

𝜏

).   

 Пусть ℎ(𝑡) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑛(ℎ1(𝑡), ℎ2(𝑡));   ℎ𝑘(𝑡) − аналитические функции;  

𝑥0(𝜀) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑛 (𝑥1
(0)(𝜀), 𝑥2

(0)(𝜀)) ;   𝑥(𝑡, 𝜀) = 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑛(𝑥1(𝑡, 𝜀), 𝑥2(𝑡, 𝜀)).  

𝐻0 = {(𝑡1, 𝑡2): 𝑅𝑒 ∫ 𝜆𝑘(𝑠)𝑑𝑠 ≤ 𝑂(𝑘 = 1,2)
𝑡

𝑡0

}. 

𝐾𝜀 = {(𝑡1, 𝑡2): 𝑅𝑒 ∫ 𝜆𝑘(𝑠)𝑑𝑠 ≤ 𝜀 ln 𝜀 (𝑘 = 1,2)
𝑡

𝑡0

}. 
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Тогда  

𝑓(𝑡) = −𝐾−1(−𝐴−1(𝑡)ℎ(𝑡))
′

= (𝐾−1𝐴−1(𝑡)ℎ(𝑡))
,

= 𝑐𝑜𝑙𝑜𝑛(𝑓1(𝑡), 𝑓2(𝑡)), 

где  𝑓1(𝑡) =
1

2
(

ℎ1(𝑡)−𝑖ℎ2(𝑡)

𝜆1(𝑡)
)

′
,´ 𝑓2(𝑡) =

−𝑖

2
(

ℎ1(𝑡)+𝑖ℎ2(𝑡)

𝜆2(𝑡)
)

′
. 

1) Пусть   ℎ1(𝑡) =
1

2
(𝜆1 + 𝜆2)𝜑(𝑡),   ℎ2(𝑡) =

𝑖

2
(𝜆1 − 𝜆2)𝜑(𝑡), 

где  𝜑(𝑡) −любая  аналитическая  функция на 𝐻0.  Тогда 𝑓1(𝑡) =
1

2
𝜑 ́(𝑡);      𝑓2(𝑡) =

−
𝑖

2
𝜑 ́(𝑡).   Следовательно  𝑓𝑘(𝑡) = 𝑂(1) на 𝐻0,  т.е. имеет  место  регулярный   случай.  

Из (6)  получим  

𝑥𝑘(𝑡, 𝜀) = 𝐸𝑘(𝑡, 𝑡0, 𝜀)𝑥𝑘
(0)

(𝜀) +  ∫ 𝐸𝑘(𝑡, 𝜏, 𝜀)𝑓𝑘(𝜏)𝑑𝜏 (𝑘 = 1,2)             (7)
𝑡

𝑡0

 

где   𝐸𝑘(𝑡, 𝜏, 𝜀) = 𝑒𝑥𝑝 (
1

𝜀
∫ 𝜆𝑘(𝑠) 𝑑𝑠

𝑡

𝜏

).   

  

Пусть 𝑘 = 1;  𝑡 = 𝑡1 + 𝑖𝑡2;    𝜏 = 𝜏1 + 𝑖𝜏2;   𝑡1, 𝑡2;  𝜏1, 𝜏2 − действительные   переменные. 

 

Справедлива  

𝑅𝑒 ∫ 𝜆1(𝑠) 𝑑𝑠
𝜏

𝑡0

= − cos 𝜏1[𝑐ℎ𝜏2 + 𝑎𝑠ℎ𝜏2] + cos 𝑡0 ; 

|∫ 𝐸1(𝑡, 𝜏, 𝜀)[ℎ1(𝜏) − 𝑖ℎ2(𝜏)]𝑑𝜏
𝑡

𝑡0

| ≤

≤ 𝑂(1) |∫ 𝑒𝑥𝑝
1

𝜀
[− cos 𝑡1( 𝑐ℎ𝑡2 + 𝑎𝑠ℎ𝑡2) + + + cos 𝜏1(𝑐ℎ𝜏2 + 𝑎𝑠ℎ𝜏2)]

𝑙

√𝑑𝜏1
2 + 𝑑𝜏2

2|, 

где  𝑙 − путь  интегрирования,  соединяющий  точки  𝑡0, 𝑡. 

Пусть  𝐴(𝑡0, 0); 𝐵(0, 𝛼̃0);   𝐶(−𝑡0, 0);   𝐷(0, 𝛼0); 𝐴1(𝑡0, 𝛼0); 𝑇1(𝑡1, 𝛼0); 𝑇(𝑡1, 𝑡2);  

 11 , AApl   − отрезок прямой, соединяющий точки  ;, 1AA  

𝑙2 = 𝑝[𝐴1, 𝑇1];  𝑙3 = 𝑝[𝑇1, 𝑇]; 𝑙 = 𝑙1 ∪  𝑙2 ∪ 𝑙3, где  

𝛼̃0 = − ln(1 − 𝑎) + ln (𝑐𝑜𝑠 𝑡0 + √𝑐𝑜𝑠2𝑡0 − (1 − 𝑎2)) ;  𝛼0 = −𝛼̃0. 

Заметим что  

𝐻0 = {(𝑡1, 𝑡2): 𝑅𝑒 ∫ 𝜆𝑘(𝑠)𝑑𝑠 ≤ 0 (𝑘 = 1,2) 
𝑡

𝑡0
} = [АВСД] − криволинейный  четырехуголник с 

вершинами  в точках А, В, С, Д  причем 𝜆1(0, 𝛼0) = 0; 

𝜆2(0, 𝛼̃0) = 0.            

Справедливо  равенство: 

𝑥1(𝑡, 𝜀) = 𝐸1(𝑡, 𝑡0, 𝜀)𝑥1
(0)(𝜀) + ∫ 𝐸1(𝑡, 𝜏, 𝜀)𝑓1(𝜏)𝑑𝜏

𝑙1

+ ∫ 𝐸1(𝑡, 𝜏, 𝜀)𝑓1(𝜏)𝑑𝜏
𝑙2

+ + + ∫ 𝐸1(𝑡, 𝜏, 𝜀)𝑓1(𝜏)𝑑𝜏,
𝑙3
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𝑥2(𝑡, 𝜀) = 𝐸2(𝑡, 𝑡0, 𝜀)𝑥2
(0)

(𝜀) + ∫ 𝐸2(𝑡, 𝜏, 𝜀)𝑓2(𝜏)𝑑𝜏
𝑙1̃

+ ∫ 𝐸2(𝑡, 𝜏, 𝜀)𝑓2(𝜏)𝑑𝜏
𝑙2̃

+ + + ∫ 𝐸2(𝑡, 𝜏, 𝜀)𝑓2(𝜏)𝑑𝜏,
𝑙3̃

 

где  𝑙 = 𝑙1 ∪ 𝑙2 ∪ 𝑙3,   𝑙 = 𝑙1 ∪ 𝑙2 ∪ 𝑙3 − симметрично  относительно  действительной  оси.  

Заметим, что   

lim
𝜀→0

∫ 𝐸1(𝑡, 𝜏, 𝜀)𝑓1(𝜏)𝑑𝜏
𝑙1

= lim
𝜀→0

∫ 𝐸2(𝑡, 𝜏, 𝜀)𝑓2(𝜏)𝑑𝜏
𝑙1̃

= 0. 

Поэтому  справедливо равенство: 

𝑥1(𝑡, 𝜀) = 𝐸1(𝑡, 𝑡0, 𝜀)𝑥1
(0)

(𝜀) + ∫ 𝐸1(𝑡, 𝜏, 𝜀)𝑓1(𝜏)𝑑𝜏
𝑙1

+ +

+
1

2
[
ℎ1(𝑡) − 𝑖ℎ2(𝑡)

𝜆1(𝑡)
−

ℎ1(𝑡0 + 𝑖𝛼0) − 𝑖ℎ2(𝑡0 + 𝑖𝛼0)

𝜆1(𝑡0 + 𝑖𝛼0)
∙∙ 𝐸1(𝑡, 𝑡0 + 𝑖𝛼0, 𝜀)] + 

+ + 
1

2𝜀
∫ 𝐸1(𝑡, 𝜏, 𝜀)[ℎ1(𝜏) − 𝑖ℎ2(𝜏)]𝑑𝜏,

𝑡

𝑡0+𝑖𝛼0

                          (8)    

𝑥2(𝑡, 𝜀) = 𝐸2(𝑡, 𝑡0, 𝜀)𝑥2
(0)

(𝜀) + ∫ 𝐸2(𝑡, 𝜏, 𝜀)𝑓2(𝜏)𝑑𝜏
𝑙1

− ±
𝑖

2
[
ℎ1(𝑡) + 𝑖ℎ2(𝑡)

𝜆2(𝑡)
−

ℎ1(𝑡0 + 𝑖𝛼̃0) + 𝑖ℎ2(𝑡0 + 𝑖𝛼̃0)

𝜆1(𝑡0 + 𝑖𝛼̃0)
∙∙ 𝐸2(𝑡, 𝑡0 + 𝑖𝛼̃0, 𝜀)]

− ± 
𝑖

2𝜀
∫ 𝐸2(𝑡, 𝜏, 𝜀)[ℎ1(𝜏) + 𝑖ℎ2(𝜏)]𝑑𝜏,

𝑡

𝑡0+𝑖𝛼̃0

                                      (9)    

причем  для  (𝑡1, 𝑡2) ∈ 𝐻0: 

lim
𝜀→0

𝐸1(𝑡, 𝑡0 + 𝑖𝛼0, 𝜀) = lim
𝜀→0

𝐸2(𝑡, 𝑡0 + 𝑖𝛼̃0, 𝜀) = 0. 

Из (8), (9)  следует,  что  предел   

                                                          lim
                                                                                  𝜀→0

𝑥𝑘(𝑡, 𝜀)                                                                  

  зависит от   поведения   интеграла                                                         

  ∫ 𝐸𝑘(𝑡, 𝜏, 𝜀)𝑑𝜏
𝑡

𝑡0

  при  𝜀 → 0.   

Теперь  будем  оценивать  интеграл:  𝐼1(𝑡, 𝜀) = ∫ 𝐸𝑘(𝑡, 𝜏, 𝜀)[ℎ1(𝜏) ∓ 𝑖ℎ2(𝜏)]𝑑𝜏
𝑡

𝑡0
. 

Так   как  ℎ𝑘(𝑡)(𝑘 = 1,2) − аналитическая  функция   на рассматриваемом                                                                         

  множестве, то можно  предполагать,  что ℎ𝑘(𝑡) = 𝑂(1) при  тех  значениях 𝑡, где она  принимает.    

Пусть 

       .coscos
1

expRe
1

exp, 02211

0
























  tashtchttdsstR

t

t





   
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Тогда         ,Re
1

exp,1,

0

11 





ddstROtI
l t















    где .321 llll 

  

Здесь     .coscosRe 02211

0

tashchdss
t

 


  

Теперь будем оценивать следующие интегралы   

     ;Re
1

exp

1 0

1

1

1 





ddsI
l t















  

     ;Re
1

exp

2 0

1

2

1 





ddsI
l t















    

       .Re
1

exp,,

3 0

1

3

1 





ddstRtI
l t















     

Так как ,0;: 02011   tl то 
     .1cos

1
exp

0

2220

1

1

0

 














 dashchtI  

Пусть   .1 ashxchxx  
Тогда   ;achxshxx    0 ashxchxx  при  любом x  и 

     ,000   ax  следовательно,  x  возрастает на отрезке  .0,0  Так как   ,00  то 

отрезок  0,0  будем делить на две части:      ,0,,0, 00    где ,const  причем 

.~0 0   Пусть   .0,  bb  Тогда  

     .~cosexpcos
1

exp1cos
1

exp 00202220

00


















Ot
b

dbtdashcht 

























 



 

     

    

   .1cos
1

exp

cos
cosexp

1

cos

1cos
1

exp
cos

1cos
1

exp

2220

0
2

2222

0

0

1

0

220

0
1

22

0

0

2220

























Odashcht

achshashch
t

t
b

achsh
at

ashchtdachsh
t

dashcht






























































 

Таким образом, получена оценка 
    .1

1  OI    
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Для .;: 110022 ttl    Поэтому 
       .coscos

1
exp 0001

2

1

1

0




 dtashchI

t

t

   Имеет 

место равенство .1cos 2

000 atashch    Следовательно, 

     .1coscos
1

exp 110

2

1

1

0




 dtI

t

t









 

 

Так как  

,
12

1
2

1cos
2

2

1

2

1
1

2

1

















то 
   1

2

12

10

2

1
0

2

1

1

0

1

0
2

12
1cos

exp
2

cos
exp 










d

t

I
t

t

t

t

t











































. 

Пусть   ;1
2

1
,

2

1

2

cos
4

1
2

0

2

0

2

0

0 a
at

c 


 






  ,
12

11
2

1

12
1

2

cos
22

02

1
2

2

0
0

00
































t
a

tt
b  

 
2

1
2

04

1
2

0
12

11
2

1










t
a . Тогда        ;expexp 1

2

10

2

11

2

10

1

0

1

0

 dbIdc

t

t

t

t

   

     ;expexp
10

00

1

0

2

0

1

2

10 



 Odxxdc

tc

tc

t

t

       ;expexp
10

00

1

0

2

0

1

2

10 



 Odxxdb

tb

tb

t

t

 

 

Получена  оценка: 

    .2

1  OI   Эта оценка  неулучшаемая. 

Для .;;: 2220113  ddttl 
 

Следовательно, 

         






















   22222121

3

1 cos
1

expRe
1

exp,,
2

03 0












dashchashtchttddsstRtI

t

l t

   ,cos
1

exp 2221

2

0






dtachsht

t









  где .22 t  
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Пусть     0;  ashxchxxyachxshxxy   при любом x , следовательно,    x

возрастающая функция на любом отрезке, причем   .00   

    .
1

1
;1ln1ln

22

22

ay
xaayyx y


    

2
00

1

2~;0
a

a


  . Таким образом, 

       aayyyxachxshxxy  1ln1ln; 22
  

взаимно-обратные однозначные 

функции, причем обе − строго возрастающие  функции. Если  ,~, 00 x то 











21

2
,0

a

a
y  и 

наоборот. Пусть .10   Тогда если ,y то 

   

,1
1

ln

1
1

1
ln1ln1ln

2

1
0

2

22
00

22
























































a

aa
aax







 

...
18

1

12

1
1

3

221 



















aa


  − знакочередующийся  сходящий ряд. 

...
13

1

12

1

11
1ln

3

2

1

2

2

1

2

1

2

1 






























































aaaa


 . 

Пусть  ...
13

1

12

1
1

2

2

1

2

1
2 






















aa


 . Тогда ,

~

1
0

2

21 


 





a
 где .

1

~

2

21
0

a



  

Таким образом, ;
~

0  ;
~

0  ,~
1~

0

0


  00

~
0,

~
0   − ограниченные величины. 

Остается  оценить  интеграл 

𝐼1
(3)(𝑡, 𝜀) = ∫ 𝑒𝑥𝑝

1

𝜀
[−𝑐𝑜𝑠𝑡1(

𝑙3

𝑐ℎ𝑡2 + 𝑎𝑠ℎ𝑡2) + cos 𝑡1(𝑐ℎ𝜏2 + 𝑎𝑠ℎ𝜏2)]𝑑𝜏2. 

𝐼1
(3)(𝑡2, 𝜀) = ∫ 𝑒𝑥𝑝 

𝑡2

𝛼0

[−
1

𝜀
𝑐𝑜𝑠𝑡1(𝑠ℎ𝜉 + 𝑎𝑐ℎ𝜉)(𝑡2 − 𝜏2)] 𝑑𝜏2 ≤ 𝑡2 − 𝛼0; 

1) Если  𝛼0 ≤ 𝑡2 ≤ 𝛼0 + 𝜀𝛾 , где 0 < 𝛾 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, то  
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𝐼1
(3)(𝑡2, 𝜀) = 𝑂(𝜀𝛾). 

2) Если  𝑡2 ≥ 𝛼0 + 𝜀𝛾и  𝛿0 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, причем  0 < 𝛿0 < 1, то  

𝐼1
(3)(𝑡2, 𝜀) = 𝐼1

(3)(𝛼0 + 𝛿0𝜀𝛾 , 𝜀) + 𝐼1
(3)(𝑡2, 𝜀), где   

𝐼1
(3)(𝛼0 + 𝛿0𝜀𝛾 , 𝜀) = ∫ 𝑒𝑥𝑝 [−

1

𝜀
𝑐𝑜𝑠𝑡1(𝑐ℎ𝑡2 + 𝑎𝑠ℎ𝑡2 − 𝑐ℎ𝜏2 − 𝑎𝑠ℎ𝜏2)] 𝑑𝜏2

𝛼0+𝛿0𝜀𝛾

𝛼0

= 

= 𝑅(𝑡2, 𝜀) ∙ ∫ 𝑒𝑥𝑝 [−
1

𝜀
𝑐𝑜𝑠𝑡1(𝑐ℎ(𝛼0 + 𝛿0𝜀𝛾) + 𝑎𝑠ℎ(𝛼0 + 𝛿0𝜀𝛾) − 𝑐ℎ𝜏2 − − − 𝑎𝑠ℎ𝜏2)] 𝑑𝜏2 =

𝛼0+𝛿0𝜀𝛾

𝛼0

 

= 𝑅(𝑡2, 𝜀) ∫ 𝑒𝑥𝑝
𝛼0+𝛿0𝜀𝛾

𝛼0

[−
1

𝜀
𝑐𝑜𝑠𝑡1(𝑠ℎ𝜉 + 𝑎𝑐ℎ𝜉)(𝛼0 + 𝛿0𝜀𝛾 − 𝜏2)] 𝑑𝜏2 = 

= 𝑅(𝑡2, 𝜀)𝑂(𝜀𝛾).  Здесь  𝛼0 ≤ 𝜏2 < 𝜉 < 𝛼0 + 𝛿0𝜀𝛾; 

𝑅(𝑡2, 𝜀) = 𝑒𝑥𝑝 [−
1

𝜀
𝑐𝑜𝑠𝑡1(𝑐ℎ𝑡2 + 𝑎𝑠ℎ𝑡2 − 𝑐ℎ(𝛼0 + 𝛿0𝜀𝛾) − 𝑎𝑠ℎ(𝛼0 + 𝛿0𝜀𝛾))] = 

= exp [−
1

𝜀
𝑐𝑜𝑠𝑡1(𝑠ℎ𝜉 + 𝑎𝑐ℎ𝜉)(𝑡2 − 𝛼0 − 𝛿0𝜀𝛾)] = 

= {
𝑂(1)при  𝛾 =

1

2
;

𝑂(𝜀1+𝑛) при  0 < 𝛾 <
1

2
;   𝑛 − любое натуральное  число, 𝛼0 + 𝛿0𝜀𝛾 < 𝜉 < 𝑡2.

 

Таким  образом,  получена  оценка: 

𝐼1
(3)(𝛼0 + 𝛿0𝜀𝛾 , 𝜀) = {

𝑂(√𝜀)при  𝛾 =
1

2
;

𝑂(𝜀1+𝛾+𝑛) при  0 < 𝛾 <
1

2
.

 

  

Далее имеет  место оценка: 

𝐼1
(3)(𝑡2, 𝜀) = ∫ 𝑒𝑥𝑝 [−

1

𝜀
𝑐𝑜𝑠𝑡1(𝑐ℎ𝑡2 + 𝑎𝑠ℎ𝑡2 − 𝑐ℎ𝜏2 − 𝑎𝑠ℎ𝜏2)] 𝑑𝜏2 =

𝑡2

𝛼0+𝛿0𝜀𝛾
 

= ∫ 𝑒𝑥𝑝 [−
1

𝜀
𝑐𝑜𝑠𝑡1(𝑠ℎ𝜉 + 𝑎𝑐ℎ𝜉)(𝑡2 − 𝜏2)] 𝑑𝜏2,

𝑡2

𝛼0+𝛿0𝜀𝛾
  где   

𝛼0 + 𝛿0𝜀𝛾 ≤ 𝜏2 < 𝜉 < 𝑡2;   𝑠ℎ𝜉 + 𝑎𝑐ℎ𝜉 ≥ 𝛽0̃𝛿0𝜀𝛾 . 

Поэтому      𝐼1
(3)(𝑡2, 𝜀) = 𝑂(𝜀1−𝛾).   
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Окончательно  получена  оценка: 

𝐼1
(3)

(𝑡2, 𝜀) = 𝑂(√𝜀)при  𝛼0 ≤ 𝑡2 ≤ 𝛼0 + 𝜀𝛾 (𝛾 =
1

2
). 

𝐼1
(3)

(𝑡2, 𝜀) = 𝑂(𝜀1−𝛾) при  𝑡2 ≥ 𝛼0 + 𝜀𝛾 (0 < 𝛾 ≤
1

2
). 

Таким образом,  получена  следующая  оценка  

|𝐼1(𝑡, 𝜀)| = 𝑂(1) [𝑅(𝑡, 𝜀) ∙ 𝐼1
(1)

(𝜀) + 𝑅(𝑡, 𝜀)𝐼1
(2)

(𝜀) + 𝐼1
(3)

(𝜀)]. 

Если  

𝑅𝑒 ∫ 𝜆1(𝑠)𝑑𝑠 ≤ 𝜀 ln 𝜀,   то 𝑅(𝑡, 𝜀) = 𝜀.
𝑡

𝑡0

 

Поэтому |𝐼1(𝑡, 𝜀)| = 𝑂(1)𝐼1
(3)

(𝑡, 𝜀). 

Пусть  𝛿0, 𝛿 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, причем  0 < 𝛿0 < 1;   0 < 𝛿 ≪ 1; 𝛼1 = 𝛼0 + 𝛿0𝛿. 

Тогда  при  𝑡2 ≥ 𝛼0 + 𝛿; 

𝐼1
(3)(𝑡2, 𝜀) = ∫ 𝑒𝑥𝑝 [−

1

𝜀
𝑐𝑜𝑠𝑡1(𝑐ℎ𝑡2 + 𝑎𝑠ℎ𝑡2 − 𝑐ℎ𝜏2 − 𝑎𝑠ℎ𝜏2)]

𝑡2

𝛼0

𝑑𝜏2 = 

= 𝐼11
(3)(𝑡2, 𝜀) + 𝐼12

(3)(𝑡2, 𝜀), где 

𝐼11
(3)(𝑡2, 𝜀) = ∫ 𝑒𝑥𝑝 [−

1

𝜀
𝑐𝑜𝑠𝑡1(𝑐ℎ𝑡2 + 𝑎𝑠ℎ𝑡2 − 𝑐ℎ𝜏2 − 𝑎𝑠ℎ𝜏2)] 𝑑𝜏2

𝛼1

𝛼0

= 

= 𝑅̃(𝑡2, 𝜀) ∙ ∫ 𝑒𝑥𝑝 [−
1

𝜀
𝑐𝑜𝑠𝑡1(𝑐ℎ𝛼1 + 𝑎𝑠ℎ𝛼1 − 𝑐ℎ𝜏2 − 𝑎𝑠ℎ𝜏2)] 𝑑𝜏2 =

𝛼1

𝛼0

 

= 𝑅̃(𝑡2, 𝜀) ∫ 𝑒𝑥𝑝
𝛼1

𝛼0

[−
1

𝜀
𝑐𝑜𝑠𝑡1(𝑠ℎ𝜉 + 𝑎𝑐ℎ𝜉)(𝛼0 + 𝛿0𝛿 − 𝜏2)] 𝑑𝜏2 = 

= 𝑂(1)𝑅̃(𝑡2, 𝜀).  Здесь 

𝑅̃(𝑡2, 𝜀) = 𝑒𝑥𝑝 [−
1

𝜀
𝑐𝑜𝑠𝑡1(𝑐ℎ𝑡2 + 𝑎𝑠ℎ𝑡2 − 𝑐ℎ𝛼1 − 𝑎𝑠ℎ𝛼1)] = 

= 𝑒𝑥𝑝 [−
1

𝜀
𝑐𝑜𝑠𝑡1(𝑠ℎ𝜉 + 𝑎𝑐ℎ𝜉)(𝑡2 − 𝛼1)] = 𝑂(𝜀1+𝑛), 

𝛼1 < 𝜉 < 𝑡2;   𝑡2 − 𝛼1 ≥ (1 − 𝛿0)𝛿; 

𝑛 −любое  натуральное  число. 

Таким образом,  имеет место  оценка 

𝐼11
(3)(𝑡2, 𝜀) = 𝑂(𝜀1+𝑛)  при  𝑡2 ≥ 𝛼0 + 𝛿.                         (10) 
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Рассмотрим  теперь  величины  

𝐼12(𝑡2, 𝜀) = ∫ 𝐸1(𝑡, 𝜏, 𝜀)[ℎ1(𝜏) − 𝑖ℎ2(𝜏)]
𝑡2

𝛼1

𝑑𝜏2. 

Справедлива 

|𝐼12(𝑡2, 𝜀)| = |∫ 𝐸1(𝑡, 𝜏, 𝜀)[ℎ1(𝜏) − 𝑖ℎ2(𝜏)]
𝑡2

𝛼1

𝑑𝜏2| ≤ 

≤ 𝑂(1)𝐼12(𝑡2, 𝜀), где   

𝐼12(𝑡2, 𝜀) = ∫ 𝑒𝑥𝑝 [−
1

𝜀
cos 𝑡1(𝑐ℎ𝑡2 + 𝑎𝑠ℎ𝑡2 − 𝑐ℎ𝜏2 − 𝑎𝑠ℎ𝜏2)] 𝑑𝜏2;

𝑡2

𝛼1

 

𝐼12(𝑡2, 𝜀) = −𝜀
ℎ1(𝑡1 + 𝑖𝑡2) − 𝑖ℎ2(𝑡1 + 𝑖𝑡2)

𝜆1(𝑡1 + 𝑖𝑡2)
+ + + 𝜀𝐸1(𝑡, 𝛼1, 𝜀)

ℎ1(𝑡1 + 𝑖𝛼1) − 𝑖ℎ2(𝑡1 + 𝑖𝛼1)

𝜆1(𝑡1 + 𝑖𝛼1)
+ 

+𝜀 ∫ 𝐸1(𝑡, 𝜏, 𝜀)𝑑
𝑡

𝛼1

ℎ1(𝑡1 + 𝑖𝜏2) − 𝑖ℎ2(𝑡1 + 𝑖𝜏2)

𝜆1(𝑡1 + 𝑖𝜏2)
; 

lim
𝜀→0

𝐸1(𝑡, 𝛼1, 𝜀) = 0;  lim
𝜀→0

∫ 𝐸1(𝑡, 𝜏, 𝜀)𝑑
ℎ1(𝑡1 + 𝑖𝜏2) − 𝑖ℎ2(𝑡1 + 𝑖𝜏2)

𝜆1(𝑡1 + 𝑖𝜏2)
= 0.

𝑡2

𝛼1

 

Поэтому 

lim
𝜀→0

1

2𝜀
∫ 𝐸1(𝑡, 𝜏, 𝜀)[ℎ1(𝜏) − 𝑖ℎ2(𝜏)]

𝑡2

𝛼0

𝑑𝜏 = lim
𝜀→0

1

2𝜀
∫ 𝐸1(𝑡, 𝜏, 𝜀)[ℎ1(𝜏) − 𝑖ℎ2(𝜏)]

𝛼1

𝛼0

𝑑𝜏 + 

+ + lim
𝜀→0

1

2𝜀
∫ 𝐸1(𝑡, 𝜏, 𝜀)[ℎ1(𝜏) − 𝑖ℎ2(𝜏)]

𝑡2

𝛼1

𝑑𝜏 = −
ℎ1(𝑡1 + 𝑖𝑡2) − 𝑖ℎ2(𝑡1 + 𝑖𝑡2)

2 𝜆1(𝑡1 + 𝑖𝑡2)
. 

Здесь учтена  оценка (10). 

Справедлива  следующая  

Теорема  1.  Пусть  𝛿 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, причем   0 < 𝛿 ≪ 1; 𝑡2 ≥ 𝛼0 + 𝛿 

( 𝑡2 ≤ −𝛼0 − 𝛿);   𝑅𝑒 ∫ 𝜆𝑘(𝑠)𝑑𝑠 ≤ 𝜀 ln 𝜀   (𝑘 = 1,2).
𝑡

𝑡0

 

Тогда  задача  (1), (2)  имеет  единственное  решение  на 𝐻0и при  𝑡2 ≥ 𝛼0 + 𝛿  ( или  𝑡2 ≤ −𝛼0 −

𝛿) справедливо  равенство  

lim
𝜀→0

𝑥1(𝑡, 𝜀) = lim
𝜀→0

[
ℎ1(𝑡) − 𝑖ℎ2(𝑡)

2 𝜆1(𝑡)
−

ℎ1(𝑡0 + 𝑖𝛼0) − 𝑖ℎ2(𝑡0 + 𝑖𝛼0)

2 𝜆1(𝑡0 + 𝑖𝛼0)
∙∙ 𝐸1(𝑡, 𝑡0 + 𝑖𝛼0, 𝜀)] − 

−
ℎ1(𝑡1 + 𝑖𝑡2) − 𝑖ℎ2(𝑡1 + 𝑖𝑡2)

2 𝜆1(𝑡1 + 𝑖𝑡2)
= 0 при 𝑡2 ≥ 𝛼0 + 𝛿. 
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lim
𝜀→0

𝑥2(𝑡, 𝜀) = −
𝑖

2
lim
𝜀→0

[
ℎ1(𝑡) + 𝑖ℎ2(𝑡)

𝜆2(𝑡)
−

ℎ1(𝑡0 + 𝑖𝛼̃0) + 𝑖ℎ2(𝑡0 + 𝑖𝛼̃0)

𝜆2(𝑡0 + 𝑖𝛼̃0)
∙ 𝐸2(𝑡, 𝑡0 + 𝑖𝛼̃0, 𝜀)] + 

+
𝑖

2

ℎ1(𝑡1 + 𝑖𝑡2) + 𝑖ℎ2(𝑡1 + 𝑖𝑡2)

 𝜆1(𝑡1 + 𝑖𝑡2)
= 0  при 𝑡2 < −𝛼0 − 𝛿. 

Таким  образом, в  нерегулярном   случае  предельный  пререход  имеет место   на  множестве 

𝐻с = {(𝑡1, 𝑡2): 𝑅𝑒 ∫ 𝜆𝑘(𝑠)𝑑𝑠 ≤ 𝜀 ln 𝜀   (𝑘 = 1,2); 𝛼0 + 𝛿 ≤ 𝑡2 ≤ −𝛼0 − 𝛿 
𝑡

𝑡0
}.           (11) 

 В  формуле (11)  величина  𝛿 − постоянная и   0 < 𝛿 ≪ 1. Теперь  докажем более сильный  

результат   чем  теоремы 1.  Для этого  поступим  следующим образом.  

Пусть 𝛾, р −постоянные,  причем 0 < 𝛾 <
1

4
;    0 < р <

1

2
  и  2𝛾 > р. 

А2(−𝜀𝛾, 𝑎0);      𝐴3(−𝜀𝛾, 𝑎0 + 𝜀𝛾);  𝐴4(𝜀𝛾 , 𝑎0 + 𝜀𝛾); 𝐴5(𝜀𝛾, 𝑎0);   

если  |𝑡1| ≥ 𝜀𝛾 ,  то 𝑇1(𝑡1, 𝑎0);    если  |𝑡1| ≤ 𝜀𝛾 , то  𝑇1
∗(𝑡1, 𝑎0 + 𝜀𝛾);   

𝑙1 = р[𝐴, 𝐴1];  𝑙𝑘 = р[𝐴𝑘−1, 𝐴𝑘]    (𝑘 = 2,3,4,5); 𝑙6 = р[𝐴6, 𝑇1];  𝑙7 = 𝑝[𝑇1, 𝑇]. 

Будем  оценивать  величины  

𝐼1(𝑡, 𝜀) = ∫ 𝐸(𝑡, 𝜏, 𝜀)𝑓1(𝜏)𝑑𝜏.
𝑡

𝑡0

 

Путь интегрирование  𝑙 будем  определять  следующим  образом: 

Если  𝑡1 ≤ −𝜀𝛾, то 𝑙 = 𝑙1 ∪ 𝑙2
∗ ∪ 𝑙3

∗ ,  где  𝑙2
∗ = р[𝐴1, 𝑇1];  𝑙3

∗ = 𝑝[𝑇1, 𝑇].  

Если   |𝑡1| ≤ 𝜀𝛾 , то 𝑙 = 𝑙1 ∪ 𝑙2 ∪ 𝑙3 ∪ 𝑙4
∗ ∪ 𝑙5

∗ , где  𝑙4
∗ = р[𝐴3, 𝑇1

∗];  𝑙5
∗ = р[ 𝑇1

∗, 𝑇].    

Если  𝑡1 ≥ 𝜀𝛾 ,  то 

𝑙 = ⋃ 𝑙𝑘

7

𝑘=1

. 

Если теперь  выбирать 𝛾, р  так, чтобы  имело  место неравенство  2𝛾 > р,  то нетрудно    показать   

справедливость  оценки:   

|𝐼1(𝑡, 𝜀)| ≤ 𝑂(1) |∫ 𝑒𝑥𝑝 [
1

𝜀
𝑅𝑒 ∫ 𝜆1(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝜏

]
𝑙

|𝑑𝜏|

𝜏1
2 + (𝜏2 − 𝑎0)2

| = 𝑂 (𝜀
1
2

−2𝛾) 

для (𝑡1, 𝑡2) 𝜖 𝐻0𝜀 = 

= {(𝑡1, 𝑡2): 𝑅𝑒 ∫ 𝜆𝑘(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑡0

≤ −𝜀р (𝑘 = 1,2);    причем  если |𝑡1| ≤ 𝜀𝛾 , то   |𝑡2| ≤ −𝑎0 − 𝜀𝛾  }. 

Пусть  

𝐻0
∗ = {(𝑡1, 𝑡2): 𝑅𝑒 ∫ 𝜆𝑘(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡0

< 0  (𝑘 = 1,2)}. 

Тогда   lim
𝜀→0

𝐻0𝜀 = 𝐻0
∗. 

В самом деле, пусть  𝑡 = 𝑡1 + 𝑖𝑡2, 𝑡∗ = 𝑡1
∗ + 𝑖𝑡2

∗,    где  𝑡1, 𝑡2, 𝑡1
∗, 𝑡2

∗ − действительные;  𝑡∗𝜖 𝐻0
∗;  

𝑡𝜖 Г − граница открытой  области  𝐻0
∗; 
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𝑟∗ = min
𝑡𝜖Г

| 𝑡∗ − 𝑡|;  0 < 𝑟 < 𝑟∗;   0 < р1 ≤ р <
1

2
; 0 < 𝜀р1 ≤ 𝑟 (0 < 𝜀 ≤ 𝜀1 < 1). 

Тогда   

𝑅𝑒 ∫ 𝜆𝑘(𝑠)𝑑𝑠 ≤ −𝑟 ≤ −𝜀р.
𝑡∗

𝑡0

 

Теперь  будем  выбирать 𝛾, р так,  чтобы   имело  место 0 < 𝛾 <
1

4
, 2𝛾 > р. 

Далее  учитывая, что  𝑟  не зависит   от 𝜀,  можно  допустить  если |𝑡1| ≤ 𝜀𝛾 , то   |𝑡2| ≤ −𝑎0 − 𝜀𝛾 .  
Таким образом, 𝑡∗𝜖 𝐻0𝜀. Имеет место  

Теорема 2. 

Для решения  𝑧(𝑡, 𝜀) = 𝑔(𝑡) + 𝐾𝑥(𝑡, 𝜀) задачи  (1),  (2)  на  𝐻0  справедливо  равенство  

lim
𝜀→0

𝑥(𝑡, 𝜀) = 0  при  (𝑡1, 𝑡2) 𝜖 𝐻0
∗ . 
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