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Математикалык физиканын тескери маселелерин 

изилдөөдө тиешелүү түз маселенин (биздин учурда экин-

чи түрдөгү чектик) айкын чыгарылышын жана анын ка-

сиеттерин билүү абдан зор ролду ойнойт. Макалада ки-

чи параметрлүү псевдопараболалык тендеме үчүн экин-

чи түрдөгү чектик маселе каралган. Экинчи түрдөгү 

чектик маселесинин классикалык чыгарылышынын жа-

шашы жана жалгыздыгы тууралуу теорема далилден-

ген. Чыгарылыштын жашашы жана жалгыздыгын да-

лилдеш үчүн алгач, дүүлүккөн псевдопараболалык тенде-

ме үчүн коюлган маселени эквиваленттүү маселеге өз-

гөртүп, андан кийин Фурьенин ыкмасы колдонулган. Чы-

гарылыш үзгүлтүксүз  дифференцирленүүчү мейкиндик-

те негизделген жана анын түзүлүшү катар түрүндө 

алынган. Мындан тышкары, кичи параметр нөлгө ум-

тулганда псевдопараболалык тендеме үчүн экинчи  түр-

дөгү чектик маселесинин чыгарылышы жылуулук өт-

көргүчтүн тендемеси үчүн тиешелүү маселенин чыга-

рылышына умтулушу көрсөтүлгөн. 

Негизги сөздөр: псевдопараболалык тендеме, экин-

чи түрдөгү чектик маселе, классикалык  чыгарылыш, 

Фурьенин ыкмасы, кичи параметр. 

При исследовании обратных задач математической 

физики важную роль играет знание решений соответ-

ствующей прямой (в данном случае второй начально-

краевой) задачи. В статье рассматривается вторая 

начально-краевой задачи для псевдопараболического урав-

нения с малым параметром. Доказаны теоремы суще-

ствования и единственности классического решения 

второй начально-краевой задачи. Для доказательства 

существования и единственности решения поставленной 

задачи сначала исходная задача преобразована к экви-

валентной задаче, где начальные и граничные данные 

будет равны нулю. Затем применен метод Фурье. В про-

странстве непрерывно-дифференцируемых функций по-

лучено и обосновано решение и представлено в виде ряда. 

Показано сходимость решения начально-краевой задачи 

для возмущенного псевдопараболического уравнения к ре-

шению соответствующей задачи для уравнения тепло-

проводности, когда малый параметр стремится к нулю. 

Ключевые слова: псевдопараболическое уравнение, 

начально - краевая задача, классическое решение, метод 

Фурье, малый параметр. 

In the study of inverse problems of mathematical 

physics, an important role is played by the knowledge of the 

solutions of the corresponding direct (in this case, the second 

initial-boundary) problem. In this paper, we consider the se-

cond initial-boundary value problem for a pseudoparabolic 

equation with a small parameter. The theorems of existence 

and uniqueness of the classical solution of the second initial-

boundary value problem are proved. To prove the existence 

and uniqueness of the solution of the problem posed, the 

original problem is first converted to an equivalent problem, 

where the initial and boundary data will be zero. Then ap-

plied the Fourier method. In the space of continuously diffe-

rentiable functions, a solution is obtained, justified, and 

presented in the form of a series. The convergence of the so-

lution of the initial-boundary problem for a perturbed pseu-

doparabolic equation to the solution of the corresponding 

problem for the heat equation, when a small parameter tends 

to zero, is shown. 

Key words: pseudoparabolic equation, boundary value 

problem, classic solution, Fourier method, small parameter. 
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Введение. 
Многие прикладные задачи физики, механики, биологии сводятся к псевдопараболическим урав-

нениям, в частности вопросы фильтрации жидкости в трещиновато-пористых средах [4], передачи 

тепла в гетерогенной среде [4, 5], влагопереноса в почвы грунтах [6,10] приводят к псевдопараболиче-

ским уравнениям в частных производных третьего порядка.  

D.Colton в работах [13, 14] изучая некорректную задачу Коши для уравнения теплопроводности с 

обратным временем, ввел термин псевдопараболическое уравнение. 

Локальные, нелокальные и смешанные краевые задачи для уравнений псевдопараболического 

типа исследовались в работах [1, 6, 11, 13-15]. 

Прямые и обратные задачи для псевдопараболических уравнений более подробно изучены в ра-

боте [1]. В работе [3] исследована разрешимость первой начально-краевой задачи для уравнения Бусси-

неска-Лява. В данной работе рассматривается вторая начально-краевая задача для псевдопараболиче-

ского уравнения третьего порядка с малым параметром.  

Постановка задачи и полученные результаты. 

1. В области {( , ,) 0 , 0 }T x t x l t T       рассмотрим вторую начально-краевую задачу 

для псевдопараболического уравнения с малым параметром  

3 2

2 2
0, ( , ) ,T

u u u
x t

t x t x


  
   

   
          (1) 

    0,0 ( ), 0u x u x x l   ,         (2) 

   
2 2

0, ( ), , ( ), 0 .
u u u u

t t l t t t T
x t x x t x

   
      

        
        

    (3) 

Здесь 0    малый параметр. 

Задача (1)-(3) является сингулярным возмущением второй начально-краевой задачи для парабо-

лического уравнения 

2

2
0, ( , ) ,T

u u
x t

t x

 
  

 
         (4) 

          0,0 ( ), 0u x u x x l   ,          (5) 

   0, ( ), , ( ), 0 .
u u

t t l t t t T
x x

 
 

   
 

                   (6) 

Теорема 1. Пусть 
2

0( ) [0, ],u x C l
1( ) [0, ],t C T  1( ) [0, ]t C T  , а также выполнены 

условия согласования )0()0('
0 u ,  '

0 (0)u l  . Тогда существует единственное решение задачи 

(1) -(3).  

Доказательство. Заметим, что при выполнении условий согласования граничные условия (3) 

можно переписать в виде 

   1 20, ( ), , ( ), 0 ,
u u

t t l t t t T
x x

 
 

   
 

                     (7) 
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где 
1 1

( )

1

0

1
( ) (0) ( ) ,

t
t t

t e e d


     


  

    

1 1
( )

2

0

1
( ) (0) ( ) .

t
t t

t e e d


     


  

    

 В силу линейности задачи (1)-(3), ее решение можно искать в виде  

 ( , ) ( , ) ( , ),u x t v x t w x t 
    

   
   

(8) 

где v - новая неизвестная функция, а  

   
2

0 1 1 2 1 1 2( , ) ( ) ( ) (0) ( ) ( ) (0) (0) .
2

x
w x t u x x t t t

l
             

Тогда функция  ( , )v x t
 
будет удовлетворять однородным граничным условиям 

   0, 0, , 0, 0 ,
v v

t l t t T
x x

 
   

   

и однородному начальному условию 

 
2

0 0 1 1 2 1 1 2( ,0) ( ) ( ) (0) (0) [ (0) (0) (0) (0)] 0.
2

x
v x u x u x x

l
               

Так как уравнение (1) содержит малый параметр  , то решение задачи (1) -(3) зависит от этого 

параметра и далее обозначим его через ( , )u x t . 

Итак, для доказательства теоремы однозначной разрешимости исходной задачи (1) -(3) достаточно 

доказать существование и единственность решения начально-краевой задачи относительно функции  

( , )u x t : 

3 2

2 2
( , ), ( , ) ,T

u u u
f x t x t

t x t x

  


  
   

   
       (9) 

 ( ,0) 0, 0u x x l    ,                  (10) 

    0, 0, , 0, 0
u u

t l t t T
x x

  
   

 
,                 (11) 

где 

 
2

'' ' ' '

0 2 1 1 2 1 2 1

1
( , ) ( ) ( ) ( ) (0) (0) ( ) ( ) ( ) .

2

x
f x t u x t t x t t t

l l l



      

 
           

 
   

Рассмотрим задачу Штурма-Лиувилля  

'' ' '( ) ( ) 0, (0) ( ) 0X x X x X X l     

соответствующую задаче (9)-(11). Собственные значения и собственные функции этой задачи имеют 

вид 
2

0 00, ( ) 1, , ( ) cos , .n n

n n x
X x X x n

l l

 
 

 
     

 
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Решение задачи (9) - (11) будем искать в виде ряда по системе собственных функций 

( ) cos , 0,1,...,...n

n
X x x n

l


   задачи (9) -(11): 

0

( , ) cos ( )n

n

n
u x t xT t

l
 





 ,                         (12) 

где ( )nT t  - пока неизвестные функции. 

Далее, как и в работе [8] разложим функцию  ( , )f x t  на сегменте [0, ]l  при  каждом  [0, ]t T  

в ряд Фурье по системе ( )nX x : 

0

1

( )
( , ) ( )cos ,

2
n

n

f t n x
f x t f t

l





                    (13) 

где 0

0 0

1 2
( ) ( , ) , ( ) ( , )cos( ) .

l l

n
n l

f t f x t dx f t f x t x dx
l l


        

Подставив ряды (12), (13) в (9) и преобразуя полученные выражения, имеем  

' 0
0

( )
( ) ,

2

f t
T t 
     

2 ' 2

1

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) cos 0.n n n

n

n n n
T t T t f t x

l l l
  

  






  
     

  
     

Итак, учитывая начальное условие (10) для определения функции ( )nT t ,
 
 получим систему: 

' 0
0

0

( )
( ) ,

2

(0) 0,

f t
T t

T










 

                   (14) 

   

2 2 2
'

22 2 2 2

( )
( ) ( ) ( ),

( ) ( )

(0) 0.

n n n

n

l n l
T t T t f t

ll n l n

T

  





   


 

 




            (15) 

 

Решая задачи (14) и (15), находим  

0 0

0

1
( ) ( ) ,

2

t

T t f d      

2 2

2 2 2 2

0

( )
( ) exp ( ) ( ) .

( ) ( )

t

n n

l n
T t t f d

l n l n
 


  

   

 
   

  
                       (16) 
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Теперь найдем коэффициенты Фурье. Учитывая (8), (9), получим  

   

     

1 1
( )

0

0 0

1 1
( )

0

1 1
( )

1

0

1 1 1
( ) ( , ) (0) (0) (1 ) ( ) ( )

2 1
( ) ( ) (0)

6

1
(0) (0) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

l t
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t
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t
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f t f x t dx e e d
l l l

l
t e d e

l l

e t t e d


 

 


 


 



      



    

 

        


  

  

  

      

   
        

  

 
      

 

 





    (17) 

 
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2
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2

2
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l

n
l

n

n
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t t x dx t x x dx
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x
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u
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
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 
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 
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

1 1
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0

2 1 1
( )

0

1 1
( ) (0) ( )

2 1 1
( ) (0) ( ) ,

t
t t

t
t t

t e e d

l
t e e d

l n


 


 

    
 

    
  

  

  

 
   

 

  
    
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



   (18) 

где 

0 0

0

2
( )cos .

l

n

n x
u u x dx

l l


   

Подставив выражения (16)  в (12), имеем формальное решение задачи (9) -(11): 

2 2

0 2 2 2 2
10 0

1 ( )
( , ) ( ) exp ( ) ( ) cos

2 ( ) ( )

t t

n

n

l n n
u x t f d t f d x

l n l n l
  

 
    

   





  
     

   
  ,   (19) 

где коэффициенты Фурье 0( )f t , ( ), 1,2,...,...nf t n   вычисляются по формулам (17), (18). Из 

условий теоремы следует, сходимость ряда (19), а также сходимость соответствующих производных 

( , ),tu x t ( , ),xxu x t ( , )xxtu x t . 

Найдем теперь решение начально-краевой задачи (4) -(6). Для задачи (4) -(6) справедлива. 

Теорема 2. Пусть 
2

0( ) [0, ],u x C l  
1( ) [0, ],t C T   

1( ) [0, ]t C T  , а также выполнены 

условия согласования )0()0('
0 u ,  '

0 (0)u l  . Тогда задача (4) -(6) имеет единственное 
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решение. Более того, решение возмущенной задачи (1) -(3) при 0   сходится к решению задачи (4) 

-(6), т.е. 
( ) 0

( , ) ( , ) 0
TC

u x t u x t
 

  . 

Доказательство. Сначала сведем задачу (4) -(6) к задаче с однородными граничными условиями, 

пологая 

  ( , ) ( , ) ( , ),u x t v x t w x t 
    

  
             

(20) 

здесь ( , )v x t - новая неизвестная функция, а  

   
2

0( , ) ( ) ( ) (0) ( ) ( ) (0) (0) .
2

x
w x t u x x t t t

l
             

Тогда относительно неизвестной функции ( , ),v x t  получим следующую задачу 

2

2
( , ), ( , ) ,T

v v
f x t x t

t x

 
  

 
                 (21) 

( ,0) 0, 0v x x l   ,                      (22) 

   0, 0, , 0, 0
v v

t l t t T
x x

 
   

 
,                 (23) 

где 

 
2

'' ' '

0

1
( , ) ( ) ( ) ( ) (0) (0) ( ) ( ) ( ) .

2

x
f x t u x t t x t t t

l l
               

                

 Как известно [8], решение этой начально-краевой задачи имеет вид 

2

0 2
10 0

1 ( )
( , ) ( ) exp ( ) ( ) cos

2

t t

n

n

n n
v x t f d t f d x

l l

 
    





  
     

  
  .           (24) 

Здесь 

 
2 2

' '

0

0

1 1
( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ),

3 2

l
l l

f t f x t dx t t t t
l l

             

 

 

''

0

0 0

'

2

0 0

22
' ' ' '

0 0 0

0

2

'

2 2
( ) ( , )cos( ) ( )cos( )

2 2
( ) ( ) (0) (0) cos( ) ( ) cos( )

2 2
( ) ( ) cos( ) ( 1) ( ) (0)

2

2

l l

n n
n l l

l l

n n
l l

l

nn
nl

f t f x t x dx u x x dx
l l

t t x dx t x x dx
l l

x l
t t x dx u l u u

l l l n

l

l n

 

 



    

 





  

    

 
         

 

 
  

 

 

 



' '

2

( 1)
( ) ( ) ( ) .

( )

n l
t t t

n
 




   
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Переходя к пределу при 0   в (19), получим решение задачи (21)-(23). Отсюда следует 

заключение теоремы 2. Теорема 2 доказана. 
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