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Азыркы мезгилде интегралдык шарттары менен жекече туундусу бар дифференциалдык теңдемелер үчүн коюл-

ган маселелер актуалдуу болуп активдүү изилденүүдө. Бир катар физикалык процесстердин математикалык моделин 

тургузуп изилдөөдө математикалык физиканын классикалык маселелерин жалпылоодо келип чыккан зарылчылыктан 

локалдык эмес маселелер актуалдуу болуп жатат. Бул макалада коэффициенттери биринчи роддогу үзүлүүгө ээ бол-

гон жана интегралдык шарттары бар локалдык эмес маселелерди изилдөө каралды. Бул макалада коэффициенттери 

үзгүлтүккө ээ төртүнчү тартиптеги гиперболикалык теңдеме үчүн Бицадзе-Самарский тибиндеги локалдык эмес чек 

аралык маселелер каралган. Макаланын негизги максаты Бицадзе-Самарский тибиндеги локалдык эмес чек аралык 

маселелердин чечилишин Риман функциясы усулунун жардамында далилдөөнү демонстрациялоо болуп саналат. Коюл-

ган маселенин чечиминин жашашы жана жалгыздыгы далилденген. 

Негизги сөздөр: гиперболикалык теңдеме, локалдык эмес маселе, Бицадзе-Самарский тибиндеги шарттар, 

Риман функциясы, интегралдык теңдеме, Гурстун маселеси, Кошинин маселеси. 

В настоящее время задачи с нелокальными условиями для уравнений в частных производных активно изучаются. 

Интерес к ним вызван необходимостью обобщения классических задач математической физики в связи с математи-

ческим моделированием ряда физических процессов, изучаемых современным естествознанием. Исследованию разре-

шимости нелокальной задачи с интегральными условиями, при которых коэффициенты имеют разрыв первого рода и 

посвящена данная статья. В статье рассматриваются задачи типа Бицадзе-Самарского для гиперболического урав-

нения четвертого порядка с разрывными коэффициентами. Используя метод функции Римана, задача сведена к сис-

теме интегральных уравнений типа Вольтерра, допускающего единственное решение. Основной целью статьи являе-

тся демонстрация метода функции Римана, позволяющего доказать разрешимость задачи типа Бицадзе-Самар-

ского. Доказаны существование и единственность решений поставленных задач. 

Ключевые слова: гиперболическое уравнение, нелокальная задача, условия типа Бицадзе-Самарского, функция 

Римана, интегральное уравнение, задача Гурса, задача Коши. 

Currently, the problem with nonlocal conditions for partial differential equations have been studied intensively. Interest 

in them is caused by the need to generalize the classical problems of mathematical physics in connection with the mathematical 

modeling of a number of physical processes studied by modern natural science. To study the solvability of a nonlocal problem 
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with integral conditions, when the coefficients of which suffer a first-order discontinuity, this article is devoted. The article deals 

with the problems of Bitsadze-Samaskiy type for the hyperbolic equation of the fourth order with discontinuous coefficients. 

Using the Ryman function method, the problem is reduced to a system of Volterra-type integral equations admitting a single 

solution. The main purpose of the article is to demonstrate the Ryman function method, which allows to prove the solvability of 

the Bitsadze-Samarskiy type problem. The existence and uniqueness of solutions to the problems are proved. 

Key words: hyperbolic equation, nonlocal problem, terms of the type of Bitsadze-Samarskiy, function of Ryman, integral 

equation, the Goursat problem, the Cauchy problem. 

Введение. В настоящее время задачи с нелокальными условиями для уравнений в частных произ-

водных активно изучаются. Интерес к ним вызван необходимостью обобщения классических задач 

математической физики в связи с математическим моделированием ряда физических процессов, изу-

чаемых современным естествознанием [5]. 

Задачи с интегральными условиями для гиперболических уравнений рассмотрены в статьях [6-8]. 

Задачи типа Бицадзе-Самарского для гиперболических уравнений четвертого порядка рассмотрены 

небольшие количества работ, причем в них рассмотрены лишь модельные уравнения. Отметим здесь 

работы А.С. Сопуева [1-4] и его учеников. 

Исследованию разрешимости нелокальной задачи типа Бицадзе-Самарского для гиперболиче-

ского уравнения четвертого порядка с разрывными коэффициентами и посвящена данная статья.

Постановка задачи. В области    𝐷 = 𝐷1 ∪ 𝐷2 ,    𝐷1 = {(𝑥, 𝑦): 0 < 𝑥 < 𝑥0, 0 < 𝑦 < ℎ},    𝐷1 =
{(𝑥, 𝑦): 𝑥0 < 𝑥 < ℓ, 0 < 𝑦 < ℎ}для гиперболического уравнения четвертого порядка, коэффициенты 

которого терпят разрыв первого рода при переходе через линии 𝑥 = 𝑥0, 0 < 𝑦 < ℎ,  

𝐿(𝑢) ≡ 𝑢𝑥𝑥𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) + 𝛼1(𝑥, 𝑦)𝑢𝑥𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) + 𝛼2(𝑥, 𝑦)𝑢𝑥𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) + 𝛽1(𝑥, 𝑦)𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) + 

+𝛽2(𝑥, 𝑦)𝑢𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) + 𝛾1(𝑥, 𝑦)𝑢𝑥(𝑥, 𝑦) + 𝛾2(𝑥, 𝑦)𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) + 𝛿(𝑥, 𝑦)𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦),      (1) 

где 

𝛼𝑖, 𝛽𝑖, 𝛾𝑖 , 𝛿, 𝑓 ∈ 𝐶(�̅�),   𝑖 = 1,2, 𝑀 = {𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑥𝑥 ∈ 𝐶(�̅�), 𝑢𝑦, 𝑢𝑥𝑦 , 𝑢𝑥𝑥𝑥, 𝑢𝑥𝑥𝑦  ∈ 𝐶(𝐷)},  

рассмотрим задачу нелокальными условиями второго рода. 

Задача 1. Найти решение уравнения (1) в области 𝐷\(𝑥 = 𝑥0), удовлетворяющее условиям: 

                      𝑢(0, 𝑦) = 𝜆1(𝑦)𝑢(𝑥0 − 0, 𝑦), 0 ≤ 𝑦 ≤ ℎ, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷1,                                   (2) 

                  𝑢𝑥(0, 𝑦) = 𝜆2(𝑦)𝑢𝑥(𝑥0 − 0, 𝑦), 0 ≤ 𝑦 ≤ ℎ, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷1,                                   (3) 

              𝑢𝑥𝑥(ℓ, 𝑦) = 𝜆3(𝑦)𝑢𝑥𝑥(𝑥0 + 0, 𝑦), 0 ≤ 𝑦 ≤ ℎ, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷2,                                   (4) 

начальным условиям: 

                      𝑢(𝑥, 0) = 𝜓1(𝑥),   0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥0,    в  𝐷1                        (5) 

𝑢(𝑥, 0) = 𝜓2(𝑥),   𝑥0 ≤ 𝑥 ≤ ℓ, в  𝐷2                             (6) 

условиям сопряжения на линии разрыва коэффициентов: 

                     𝑢(𝑥 − 0, 𝑦) = 𝑢(𝑥 + 0, 𝑦) = 𝜏(𝑦),                                                                             (7) 

                     𝑢𝑥(𝑥 − 0, 𝑦) = 𝑢𝑥(𝑥 + 0, 𝑦) = 𝜈(𝑦),                                                                         (8) 

                    𝑢𝑥𝑥(𝑥 − 0, 𝑦) = 𝑢𝑥𝑥(𝑥 + 0, 𝑦) = 𝜇(𝑦),                                                                      (9) 

где 𝜓𝑗(𝑦), 𝑗 = 1,2,̅̅ ̅̅ ̅ 𝜆𝑖(𝑦), 𝑖 = 1,3̅̅ ̅̅  – заданные гладкие функции, причем 

                   𝜓𝑖(𝑥0) = 𝜏(0), 𝜓𝑖
′ (𝑥0) = 𝜈(0),   𝜓𝑖

′′ (𝑥0) = 𝜇(0), 𝑖 = 1,2,                                    (10) 

 Разрешимость задачи докажем методом функции Римана. 
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 Решение задачи ищем в виде: 

𝑢 = {
𝑢1,    в  𝐷1,
𝑢2,   в   𝐷2.

 

Функция Римана. Сначала в области 𝐷1 и 𝐷2  рассмотрим задачу Гурса для уравнения (1) с 

условиями (7), (8), (9). 

Нетрудно заметить, что решение задачи Гурса и функция Римана в области 𝐷1  представимо в 

виде[2,3,9]: 

𝑢1(𝑥, 𝑦) = 𝑣1𝜉𝜉(𝑥, 𝑦; 𝑥, 0)𝜓1(𝑥) − ∫ 𝐴1(

𝑥

𝑥0

𝑥, 𝑦, 𝜉)𝜓1(𝜉)𝑑𝜉 + ∫[𝑣1(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝜂)𝜇′(𝜂) +

𝑦

0

 

+𝛼1(𝑥0, 𝜂)𝑣1(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝜂)𝜇(𝜂) − 𝐵1(𝑥, 𝑦, 𝜂)𝜈′(𝜂) + 𝐶1(𝑥, 𝑦, 𝜂)𝜈(𝜂) + 𝐷1(𝑥, 𝑦, 𝜂)𝜏′(𝜂) +             (11) 

+𝐸1(𝑥, 𝑦, 𝜂)𝜏(𝜂)]𝑑𝜂 − ∫ 𝑑𝜉

𝑥

𝑥0

∫ 𝑣1(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝜂)𝑓(𝜉, 𝜂)𝑑𝜂,

𝑦

0

 

где 

𝐴1(𝑥, 𝑦, 𝜉) = 𝑣1𝜉𝜉𝜉(𝑥, 𝑦; 𝜉, 0) − 𝛼2𝜉𝜉(𝜉, 0)𝑣1(𝑥, 𝑦; 𝜉, 0) − 2𝛼2𝜉(𝜉, 0)𝑣1𝜉(𝑥, 𝑦; 𝜉, 0) − 

−𝛼2(𝜉, 0)𝑣1𝜉𝜉(𝑥, 𝑦; 𝜉, 0) + 𝛽2𝜉(𝜉, 0)𝑣1(𝑥, 𝑦; 𝜉, 0) + 𝛽2(𝜉, 0)𝑣1𝜉(𝑥, 𝑦; 𝜉, 0) − 

−𝛾2(𝜉, 0)𝑣1(𝑥, 𝑦; 𝜉, 0), 

𝐵1(𝑥, 𝑦, 𝜂) = 𝑣1𝜉(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝜂) + 𝛼2𝜉(𝑥0, 𝜂)𝑣1(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝜂), 

𝐶1(𝑥, 𝑦, 𝜂) = −𝛼1𝜉(𝑥0, 𝜂)𝑣1(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝜂) − 𝛼1(𝑥0, 𝜂)𝑣1𝜉(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝜂) + 𝛽1(𝑥0, 𝜂)𝑣1(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝜂), 

𝐷1(𝑥, 𝑦, 𝜂) = 𝑣1𝜉𝜉(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝜂) + 𝛼2𝜉(𝑥0, 𝜂)𝑣1(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝜂) − 𝛼2(𝑥0, 𝜂)𝑣1𝜉(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝜂) + 

+𝛽2(𝑥0, 𝜂)𝑣1(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝜂), 

𝐸1(𝑥, 𝑦, 𝜂) = 𝛼1𝜉𝜉(𝑥0, 𝜂)𝑣1(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝜂) + 2𝛼1𝜉(𝑥0, 𝜂)𝑣1𝜉(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝜂) + 

+𝛼1(𝑥0, 𝜂)𝑣1𝜉𝜉(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝜂) − 𝛽1𝜉(𝑥0, 𝜂)𝑣1(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝜂) − 𝛽1(𝑥0, 𝜂)𝑣1𝜉(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝜂) + 

+𝛾1(𝑥0, 𝜂)𝑣1(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝜂), 

где 𝑣1(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝜂) − функция Римана, удовлетворяет условиям: 

1. 𝑣1(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝜂) − решение сопряженной задачи: 

𝐿∗(𝑣1) = 𝑣1𝜉𝜉𝜉𝜂 − (𝛼1𝑣1)𝜉𝜉𝜉 − (𝛼2𝑣1)𝜉𝜉𝜂 + (𝛽1𝑣1)𝜉𝜉 + (𝛽2𝑣1)𝜉𝜂 − (𝛾1𝑣1)𝜉 − 

−(𝛾2𝑣1)𝜂 + 𝛿𝑣1 = 0,                    (12) 

𝑣1(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝜂)|𝜉=𝑥 = 0,    𝑣1(𝑥, 𝑦; 𝑥, 𝑦) = 1, 

𝑣1𝜉(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝜂)|
𝜉=𝑥

= 0,   𝑣1(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝑦) = 𝜔(𝑥, 𝑦, 𝜉), 

2. 𝜔(𝑥, 𝑦, 𝜉) −  решение следующей задачи Коши[10, 11]: 

𝑣1𝜉𝜉𝜉(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝑦) − 𝛼2(𝜉, 𝑦)𝑣1𝜉𝜉(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝑦) + [𝛽2(𝜉, 𝑦) − 2𝛼2𝜉(𝜉, 𝑦)]𝑣1𝜉(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝑦) + 

+[𝛽2𝜉(𝜉, 𝑦) − 2𝛼2𝜉𝜉(𝜉, 𝑦) − 𝛾2(𝜉, 𝑦)]𝑣1𝜉(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝑦) = 0,           (13) 

𝑣1(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝑦)|𝜉=𝑥 = 0, 𝑣1𝜉(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝑦)|
𝜉=𝑥

= 0,    𝑣1(𝑥, 𝑦; 𝑥, 𝑦) = 1. 
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Известно, что решение задачи Гурса и в области 𝐷2  представимо в виде [2,3]: 

𝑢2(𝑥, 𝑦) = 𝑣2𝜉𝜉(𝑥, 𝑦; 𝑥, 0)𝜓2(𝑥) − ∫ 𝐴2(

𝑥

𝑥0

𝑥, 𝑦, 𝜉)𝜓2(𝜉)𝑑𝜉 − ∫[𝑣2(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝜂)𝜇′(𝜂) +

𝑦

0

 

+𝛼1(𝑥0, 𝜂)𝑣2(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝜂)𝜇(𝜂) − 𝐵2(𝑥, 𝑦, 𝜂)𝜈′(𝜂) + 𝐶2(𝑥, 𝑦, 𝜂)𝜈(𝜂) + 𝐷2(𝑥, 𝑦, 𝜂)𝜏′(𝜂)                     (14) 

+𝐸2(𝑥, 𝑦, 𝜂)𝜏(𝜂)]𝑑𝜂 − ∫ 𝑑𝜉

𝑥

𝑥0

∫ 𝑣2(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝜂)𝑓(𝜉, 𝜂)𝑑𝜂,

𝑦

0

 

где 𝑣2 (𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝜂) − функция Римана. Аналогично 𝑣1(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝜂) построена функция 𝑣2(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝜂) в 

области 𝐷2. 

где 

𝐴2(𝑥, 𝑦, 𝜉) = 𝑣2𝜉𝜉𝜉(𝑥, 𝑦; 𝜉, 0) − 𝛼2𝜉𝜉(𝜉, 0)𝑣2(𝑥, 𝑦; 𝜉, 0) − 2𝛼2𝜉(𝜉, 0)𝑣2𝜉(𝑥, 𝑦; 𝜉, 0) − 

−𝛼2(𝜉, 0)𝑣2𝜉𝜉(𝑥, 𝑦; 𝜉, 0) + 𝛽2𝜉(𝜉, 0)𝑣2(𝑥, 𝑦; 𝜉, 0) + 𝛽2(𝜉, 0)𝑣2𝜉(𝑥, 𝑦; 𝜉, 0) − 

−𝛾2(𝜉, 0)𝑣2(𝑥, 𝑦; 𝜉, 0), 

𝐵2(𝑥, 𝑦, 𝜂) = 𝑣2𝜉(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝜂) + 𝛼2𝜉(𝑥0, 𝜂)𝑣2(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝜂), 

𝐶2(𝑥, 𝑦, 𝜂) = −𝛼1𝜉(𝑥0, 𝜂)𝑣2(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝜂) − 𝛼1(𝑥0, 𝜂)𝑣2𝜉(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝜂) + 𝛽1(𝑥0, 𝜂)𝑣2(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝜂), 

𝐷2(𝑥, 𝑦, 𝜂) = 𝑣2𝜉𝜉(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝜂) + 𝛼2𝜉(𝑥0, 𝜂)𝑣2(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝜂) − 𝛼2(𝑥0, 𝜂)𝑣2𝜉(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝜂) + 

+𝛽2(𝑥0, 𝜂)𝑣2(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝜂), 

𝐸2(𝑥, 𝑦, 𝜂) = 𝛼1𝜉𝜉(𝑥0, 𝜂)𝑣2(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝜂) + 2𝛼1𝜉(𝑥0, 𝜂)𝑣2𝜉(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝜂) + 

+𝛼1(𝑥0, 𝜂)𝑣2𝜉𝜉(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝜂) − 𝛽1𝜉(𝑥0, 𝜂)𝑣2(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝜂) − 𝛽1(𝑥0, 𝜂)𝑣2𝜉(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝜂) + 

+𝛾1(𝑥0, 𝜂)𝑣2(𝑥, 𝑦; 𝑥0, 𝜂). 

Сведение задачи 1 к системе интегральных уравнений. Применив интегрирование по частям, 

воспользовавшись условиям (2), условиям согласования (10) и обозначив через 𝑔1(𝑦) все известные 

функции из (11) имеем: 

(𝐷1(0, 𝑦, 𝑦) − 𝜆1(𝑦))𝜏(𝑦) + 𝐵1(0, 𝑦, 𝑦)𝜈(𝑦) + 𝑣1(0, 𝑦; 𝑥0, 𝑦)𝜇(𝑦) − ∫[(𝐷1𝜂(0, 𝑦, 𝜂)

𝑦

0

+ 

+𝐸1(0, 𝑦, 𝜂))𝜏(𝜂) − (𝐵1𝜂(0, 𝑦, 𝜂) − 𝐶1(0, 𝑦, 𝜂)) 𝜈(𝜂) + +(𝑣1𝜂(0, 𝑦; 𝑥0, 𝜂) + 

+𝛼1(𝑥0, 𝜂)𝑣1(0, 𝑦; 𝑥0, 𝜂))𝜇(𝜂)]𝑑𝜂 = −𝑔1(𝑥, 𝑦),                                                                                 (15) 

где 

𝑔1(𝑥, 𝑦) = 𝑣1𝜉𝜉(0, 𝑦; 0,0)𝜓1(0) − ∫ 𝐴1(

0

𝑥0

0, 𝑦, 𝜉)𝜓1(𝜉)𝑑𝜉 − ∫ 𝑑𝜉

0

𝑥0

∫ 𝑣1(0, 𝑦; 𝜉, 𝜂)𝑓(𝜉, 𝜂)𝑑𝜂 −

𝑦

0

 

−𝑣1(0, 𝑦; 𝑥0, 0)𝜇(0) − 𝐵1(0, 𝑦, 0)𝜈(0) + 𝐷1(0, 𝑦, 0)𝜏(0) − ∫ 𝑑𝜉

0

𝑥0

∫ 𝑣1(0, 𝑦; 𝜉, 𝜂)𝑓(𝜉, 𝜂)𝑑𝜂.

𝑦

0

 

Применив интегрирование по частям, воспользовавшись условиям (3), условиям согласования (10) 

и обозначив через 𝑔2(𝑦) все известные функции из (11) имеем: 
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𝐷1𝑥(0, 𝑦, 𝑦)𝜏(𝑦) −(𝜆2(𝑦) + 𝐵1𝑥(0, 𝑦, 𝑦))𝜈(𝑦) + 𝑣1𝑥(0, 𝑦; 𝑥0, 𝑦)𝜇(𝑦) − 

− ∫(𝐷1𝜂𝑥(0, 𝑦, 𝜂)+𝐸1𝑥(0, 𝑦, 𝜂))𝜏(𝜂)

𝑦

0

− (𝐵1𝜂𝑥(0, 𝑦, 𝜂) − 𝐶1𝑥(0, 𝑦, 𝜂))𝜈(𝜂) + 

+(𝑣1𝜂𝑥(0, 𝑦; 𝑥0, 𝜂) + (𝑥0, 𝜂)𝑣1𝑥(0, 𝑦; 𝑥0, 𝜂))𝜇(𝜂)]𝑑𝜂 = −𝑔2(𝑥, 𝑦),                                   (16) 

где 

𝑔2(𝑥, 𝑦) = 𝑣1𝜉𝜉𝑥(0, 𝑦; 0,0)𝜓1(0) + 𝑣1𝜉𝜉(0, 𝑦; 0,0)𝜓1
′ (0) − ∫ 𝐴1𝑥(

0

𝑥0

0, 𝑦, 𝜉)𝜓1(𝜉)𝑑𝜉 − 

−𝐴1(0, 𝑦, 0)𝜓1(0) − 𝑣1𝑥(0, 𝑦; 𝑥0, 0)𝜇(0) − 𝐵1𝑥(0, 𝑦, 0)𝜈(0) + 𝐷1𝑥(0, 𝑦, 0)𝜏(0) + 

+ ∫ 𝑑𝜉

0

𝑥0

∫ 𝑣1𝑥(0, 𝑦; 𝜉, 𝜂)𝑓(𝜉, 𝜂)𝑑𝜂 + ∫ 𝑣1(0, 𝑦; 0, 𝜂)𝑓(0, 𝜂)𝑑𝜂

𝑦

0

𝑦

0

. 

Дважды дифференцируя (14) по x и применив интегрирование по частям, воспользовавшись 

условиям (4), условиям согласования (10), обозначив 𝑔3(𝑦) все известные функции из (14) имеем: 

𝐷2𝑥𝑥(ℓ, 𝑦, 𝑦)𝜏(𝑦) − 𝐵2𝑥𝑥(ℓ, 𝑦, 𝑦)𝜈(𝑦) + (−𝑣2𝑥𝑥(ℓ, 𝑦; 𝑥0, 𝑦) + 𝜆3(𝑦))𝜇(𝑦) − 

− ∫[(𝐷2𝜂𝑥𝑥(ℓ, 𝑦, 𝜂)+𝐸2𝑥𝑥(ℓ, 𝑦, 𝜂))

𝑦

0

𝜏(𝜂) − (𝐵2𝜂𝑥𝑥(ℓ, 𝑦, 𝜂) − 𝐶2𝑥𝑥(ℓ, 𝑦, 𝜂)) 𝜈(𝜂) + 

+(𝑣2𝜂𝑥𝑥(ℓ, 𝑦; 𝑥0, 𝜂) + 𝛼1(𝑥0, 𝜂)𝑣2𝑥𝑥(ℓ, 𝑦; 𝑥0, 𝜂))𝜇(𝜂)]𝑑𝜂 = 𝑔3(𝑦),                                                 (17) 

где 

𝑔3(𝑦) = 𝑣2𝜉𝜉𝑥𝑥(ℓ, 𝑦; ℓ, 0)𝜓2(ℓ) + 2𝑣2𝜉𝜉𝑥(ℓ, 𝑦; ℓ, 0)𝜓2
′ (ℓ) + 𝑣2𝜉𝜉(ℓ, 𝑦; ℓ, 0)𝜓2

′′(ℓ) − 

− ∫ 𝐴2𝑥𝑥(

ℓ

𝑥0

ℓ, 𝑦, 𝜉)𝜓2(𝜉)𝑑𝜉 − 2𝐴2𝑥(ℓ, 𝑦, ℓ)𝜓2(ℓ) − 𝐴2(ℓ, 𝑦, ℓ)𝜓2
′ (ℓ) − 𝑣2𝑥𝑥(ℓ, 𝑦; 𝑥0, 0)𝜇(0) − 

−𝐵2𝑥𝑥(ℓ, 𝑦, 0)𝜈(0) + 𝐷2𝑥𝑥(ℓ, 𝑦, 0)𝜏(0) + ∫ 𝑑𝜉

ℓ

𝑥0

∫ 𝑣2𝑥𝑥(ℓ, 𝑦; 𝜉, 𝜂)𝑓(𝜉, 𝜂)𝑑𝜂 +

𝑦

0

 

+ ∫ 𝑣2𝑥(ℓ, 𝑦; ℓ, 𝜂)𝑓(ℓ, 𝜂)𝑑𝜂

𝑦

0

+ ∫ 𝑣2𝑥𝑥(ℓ, 𝑦; ℓ, 𝜂)𝑓(ℓ, 𝜂)𝑑𝜂

𝑦

0

. 

Введем следующие обозначение: 

𝐻11(𝑦, 𝜂) = 𝐷1𝜂(0, 𝑦, 𝜂) + 𝐸1(0, 𝑦, 𝜂),  

 𝐻12(𝑦, 𝜂) = 𝐵1𝜂(0, 𝑦, 𝜂) − 𝐶1(0, 𝑦, 𝜂), 

 𝐻12(𝑦, 𝜂) = 𝑣1𝜂(0, 𝑦; 𝑥0, 𝜂) + 𝛼1(𝑥0, 𝜂)𝑣1(0, 𝑦; 𝑥0, 𝜂), 

𝐻21(𝑦, 𝜂) = 𝐷1𝜂𝑥(0, 𝑦, 𝜂) + 𝐸1𝑥(0, 𝑦, 𝜂),  

𝐻22(𝑦, 𝜂) = 𝐵1𝜂𝑥(0, 𝑦, 𝜂) − 𝐶1𝑥(0, 𝑦, 𝜂),  

𝐻23(𝑦, 𝜂) = 𝑣1𝜂𝑥(0, 𝑦; 𝑥0, 𝜂) + 𝛼1(𝑥0, 𝜂)𝑣1𝑥(0, 𝑦; 𝑥0, 𝜂), 

𝐻31(𝑦, 𝜂) = 𝐷2𝜂𝑥(0, 𝑦, 𝜂) + 𝐸2𝑥(0, 𝑦, 𝜂),  

𝐻32(𝑦, 𝜂) = 𝐵2𝜂𝑥(0, 𝑦, 𝜂) − 𝐶2𝑥(0, 𝑦, 𝜂), 

 𝐻33(𝑦, 𝜂) = 𝑣2𝜂𝑥(0, 𝑦; 𝑥0, 𝜂) + 𝛼2(𝑥0, 𝜂)𝑣2𝑥(0, 𝑦; 𝑥0, 𝜂), 
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тогда из (15), (16), (17) имеем: 

(𝐷1(0, 𝑦, 𝑦) − 𝜆1(𝑦))𝜏(𝑦) + 𝐵1(0, 𝑦, 𝑦)𝜈(𝑦) + 𝑣1(0, 𝑦; 𝑥0, 𝑦)𝜇(𝑦) − ∫[𝐻11(𝑦, 𝜂)

𝑦

0

𝜏(𝜂) − 

− 𝐻12(𝑦, 𝜂)𝜈(𝜂) +  𝐻13(𝑦, 𝜂)𝜇(𝜂)]𝑑𝜂 = −𝑔1(𝑥, 𝑦),                                                                   (18) 

𝐷1𝑥(0, 𝑦, 𝑦)𝜏(𝑦) −(𝜆2(𝑦) + 𝐵1𝑥(0, 𝑦, 𝑦))𝜈(𝑦) + 𝑣1𝑥(0, 𝑦; 𝑥0, 𝑦)𝜇(𝑦) − ∫[𝐻21(𝑦, 𝜂)

𝑦

0

𝜏(𝜂) − 

− 𝐻22(𝑦, 𝜂)𝜈(𝜂) +  𝐻23(𝑦, 𝜂)𝜇(𝜂)]𝑑𝜂 = −𝑔2(𝑥, 𝑦),                                                                   (19) 

𝐷2𝑥𝑥(ℓ, 𝑦, 𝑦)𝜏(𝑦) − 𝐵2𝑥𝑥(ℓ, 𝑦, 𝑦)𝜈(𝑦) + (−𝑣2𝑥𝑥(ℓ, 𝑦; 𝑥0, 𝑦) + 𝜆3(𝑦))𝜇(𝑦) − 

− ∫[𝐻31(𝑦, 𝜂)

𝑦

0

𝜏(𝜂) −  𝐻32(𝑦, 𝜂)𝜈(𝜂) +  𝐻33(𝑦, 𝜂)𝜇(𝜂)]𝑑𝜂 = −𝑔3(𝑥, 𝑦.                                                (20) 

Введем следующие обозначение: 

Φ(𝑦) = (

𝜏(𝑦)

𝜈(𝑦)

𝜇(𝑦)
) , 𝐺(𝑦) = (−

−𝑔1(𝑦)

𝑔2(𝑦)

−𝑔3(𝑦)
),       

𝐴(𝑦) = (

𝐷1(0, 𝑦, 𝑦) − 𝜆1(𝑦) 𝐵1(0, 𝑦, 𝑦) 𝑣1(0, 𝑦; 𝑥0, 𝑦)

𝑣1𝑥(0, 𝑦; 𝑥0, 𝑦) −(𝜆2(𝑦) + 𝐵1𝑥(0, 𝑦, 𝑦)) 𝐷1𝑥(0, 𝑦, 𝑦)

−𝑣2𝑥𝑥(ℓ, 𝑦; 𝑥0, 𝑦) −𝐵2𝑥𝑥(ℓ, 𝑦, 𝑦) −𝑣2𝑥𝑥(ℓ, 𝑦; 𝑥0, 𝑦) + 𝜆3(𝑦)
) 

𝐾(𝑦, 𝜂) = (

𝐻11(𝑦, 𝜂) 𝐻12(𝑦, 𝜂) 𝐻13(𝑦, 𝜂)

𝐻21(𝑦, 𝜂) 𝐻22(𝑦, 𝜂) 𝐻23(𝑦, 𝜂)

𝐻31(𝑦, 𝜂) 𝐻32(𝑦, 𝜂) 𝐻33(𝑦, 𝜂)
), 

тогда система уравнений (18), (19), (20) имеет вид: 

                                                          𝐴(𝑦)Φ(𝑦) + ∫ 𝐾(𝑦, 𝜂)Φ(𝜂)𝑑𝜂 = 𝐺(𝑦).

𝑦

0

                                    (21)  

Разрешимость задачи 1. Отметим, что система уравнений (21) представляет собой замкнутую 

систему уравнений относительно функций 𝜇(𝑦), 𝜈(𝑦), 𝜏(𝑦). Если выполняется условие 

|𝐴(𝑦)| = |

𝐷1(0, 𝑦, 𝑦) − 𝜆1(𝑦) 𝐵1(0, 𝑦, 𝑦) 𝑣1(0, 𝑦; 𝑥0, 𝑦)

𝑣1𝑥(0, 𝑦; 𝑥0, 𝑦) −(𝜆2(𝑦) + 𝐵1𝑥(0, 𝑦, 𝑦)) 𝐷1𝑥(0, 𝑦, 𝑦)

−𝑣2𝑥𝑥(ℓ, 𝑦; 𝑥0, 𝑦) −𝐵2𝑥𝑥(ℓ, 𝑦, 𝑦) −𝑣2𝑥𝑥(ℓ, 𝑦; 𝑥0, 𝑦) + 𝜆3(𝑦)
| ≠ 0,          (22) 

то система (21) является системой интегральных уравнений типа Вольтерра, допускающее 

единственное решение. 

Поставляя найденые 𝜏(𝑦), 𝜈(𝑦), 𝜇(𝑦) в (12) получим решение задачи 1. 

Итак, справедлива следующая  

Теорема 1. Если выполняются условий (2)-(10) и (22) то в области 𝐷\(𝑥 = 𝑥0) решение задачи 1 

существует и единственно в классе М. 
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Разрешимость задачи 2 доказывается аналогично методом функции Римана. 

Задача 2. Найти решение уравнения (1) в области 𝐷\(𝑥 = 𝑥0), удовлетворяющее условиям: 

                                         𝑢(0, 𝑦) = 𝜆1(𝑦)𝑢(ℓ, 𝑦), 0 ≤ 𝑦 ≤ ℎ,                                               (23) 

                                       𝑢𝑥(0, 𝑦) = 𝜆2(𝑦)𝑢𝑥(ℓ, 𝑦), 0 ≤ 𝑦 ≤ ℎ,                                             (24) 

                                  𝑢𝑥𝑥(ℓ, 𝑦) = 𝜆3(𝑦)𝑢𝑥𝑥(0, 𝑦), 0 ≤ 𝑦 ≤ ℎ,                                              (25) 

начальным условиям (5), (6), условиям сопряжения на линии разрыва коэффициентов (7), (8), (9) и 

условиям согласования (10). 

Разрешимость задачи 2 доказывается аналогично методом функции Римана. 

Ипользуя (23), (24), (25) в (11), (14) приводится к системе интегральных уравнений относительно 

𝜏(𝑦), 𝜈(𝑦), 𝜇(𝑦). 

Поставляя найденые 𝜏(𝑦), 𝜈(𝑦), 𝜇(𝑦) в (12) получим решение задачи 2. 
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