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STRUCTURE IN A BIOSYSTEM SUCH AS «HARMFUL INSECTS - USEFUL  

INSECTS» WITH ARBITRARY TROPHIC FUNCTIONS 

УДК: 519.85-519-7 

Бул иште эркин трофикалык функциялары бар «зыяндуу курт-кумурскалар - пайдалуу курт-кумурскалар» тибиндеги 
биосистемадагы убакыт-жаш курак түзүмүн көңүлгө алуу менен өсүмдүктөрдү коргоо процессинин математикалык 
моделдери каралды, эркин трофикалык функциялары бар өсүмдүктөрдү коргоо милдеттеринин чечилишинин зарыл жана 
жетиштүү шарттары табылды.  

Негизги сөздөр: модель, процесс, өсүмдүктөрдү коргоо, курт-кумурскалардын саны, эркин трофикалык функция, био-
система, зыяндуу курт-кумурскалар, пайдалуу курт-кумурскалар. 

В данной работе рассматриваются математические модели процесса защиты растений с учетом временно-возраст-
ной структуры в биосистеме типа «вредные насекомые - полезные насекомые» с произвольными трофическими функциями 
и сформулирована задача защиты растений. Найдены необходимые и достаточные условия разрешимости задачи защиты 
растений с произвольными трофическими функциями.  

Ключевые слова: модель, процесс, защита растений, численность насекомых, произвольная трофическая функция, 
биосистема, вредные насекомые, полезные насекомые. 

In this paper, we consider a mathematical model of the plant protection process, taking into account the temporal-age structure 
in a biosystem such as «harmful insects - useful insects» with arbitrary trophic functions, and formulated the so-called preparatory 
task of plant protection. Necessary and sufficient conditions for the solvability of the plant protection with arbitrary trophic functions 
are found. 

Key words: model, process, plant protection, the number of insects, an arbitrary trophic function,  biosystem,  harmful insects, 
useful insects, preparatory task. 

Рассмотрим некоторую модельную биосистему, имеющую трехтрофический уровень. Вводим 

следующие обозначения: ,3,0),(,  itNNN iii  где 
 )(00 tNN масса внешнего ресурса в момент 

времени t ,  )(11 tNN  биомасса растений сельхозкультуры в момент времени t ,  )(tNN ii  

численность вредных )2( i  и полезных )3( i  насекомых в момент времени .t  
Предположим, что состояние модельного агроценоза описывается при помощи следующих урав-

нений [1-8]: 

ە
ۖۖ
۔

ۖۖ
ۓ

ௗேబ

ௗ௧
ൌ ܳ െ ଴ߙ ଴ܰ ଵܰ                                    

ௗேభ

ௗ௧
ൌ ݇଴ߙ଴ ଴ܰ ଵܰ െ ଵܸሺ ଵܰሻ ଶܰ െ ݉ଵ ଵܰ

ௗேమ

ௗ௧
ൌ ݇ଵ ଵܸሺ ଵܰሻ ଶܰ െ ଶܸሺ ଶܰሻ ଷܰ െ ݉ଶ ଶܰ

ௗேయ

ௗ௧
ൌ ݇ଶ ଶܸሺ ଶܰሻ ଷܰ െ ߝ ଷܰ

ଶ െ ݉ଷ ଷܰ          

 ௜ܰ|௧ୀ଴ ൌ ௜ܰ
଴,   ݅ ൌ 0,1,2,3         (1)                                                             

im , ,;3,2,1 iki  ,;2,1,0 ii   ,;2,1,0 i  биологические параметры,  
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где ௜ܸሺ . ሻ –трофическая функция со свойствами:                                                                                                          

݀V௜ሺNሻ
݀ܰ

൐ 0,    
݀ଶ

௜ܸሺܰሻ
݀ܰଶ  ൑ 0,   ݅ ൌ 1,2.      

Обозначим через 

௜ܰ
ఛ ൌ

1
߬

න ௜ܰሺݐሻ݀ݐ  

ఛ

଴

݅ ൌ 1,2,3, ߬ ൐ 0, 0 ൑ ߬ ൏ ∞,  

средней биомассой биологических видов. 
На основе модельного агроценоза (1) сформулируем процесс защиты растений. ଵܰ

௣- определяет  
заданный уровень планируемого урожая,  т.е. 

ଵܰ
ఛ ൒ ଵܰ

௣, ଵܰ
௣ א ൣ ଵܰ

௠௜௡, ଵܰ
௠௔௫൧                          (2) 

 где   ൣ ଵܰ
௠௜௡, ଵܰ

௠௔௫൧ െ ݐݏ݊݋ܿ ൐ 0. 
   
Теорема 1. Пусть трофическая функция имеет следующие свойства 

  ௜ܸ(.)൒0,     ௗ௏೔

ௗே
൐ 0,

ௗమ௏೔

ௗேమ ൑ 0,  

0 ൏ ݉݅݊
଴ஸ௧ஸఛ

௏భ൫ேభሺ௧ሻ൯

ேభሺ௧ሻ
ൌ ଵതതതߙ ൏ ∞, 0 ൏ ݔܽ݉

଴ஸ௧ஸఛ

௏మ൫ேమሺ௧ሻ൯

ேమሺ௧ሻ
ൌ ଶതതതߙ ൏ ∞,    

, ଵതതതߙ  ଶതതതߙ ൌ   тогда для выполнения условия ,ݐݏ݊݋ܿ

ଵܰ
ఛ ൒ ଵܰ

௉,   ଵܰ
௉ א ൣ ଵܰ

௠௜௡, ଵܰ
௠௔௫൧,    необходимо и достаточно, 

выполнения следующих неравенств: 

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ଴ܰሺݐሻ ൑

ொ

ఈబேభ
ು                                                             

ଶܰ
ఛ ൑ ଶܰ

௉,   ଶܰ
௣ ൌ

௞బொ

ఈభതതതതேభ
ು െ

௠భ
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െ

ଵ

ఈభതതതതఛ
· ݈݊

ேభሺఛሻ

ேభሺ଴ሻ
,        

ଷܰ
ఛ ൑ ଷܰ

௉,   ଷܰ
௣ ൌ

௞భఈഥభ

ఈమതതതത ଵܰ
௉ െ

௠మ

ఈమതതതത
െ

ଵ

ఈమതതതതఛ
· ݈݊

ேమሺఛሻ

ேమሺ଴ሻ

                     (3)  

Необходимость.  Пусть   

ଵܰ
ఛ ൒ ଵܰ

௉,   ଵܰ
௉ א ൣ ଵܰ

௠௜௡, ଵܰ
௠௔௫൧. 

Покажем справедливость (3). 

Из  1-го уравнения системы (1) получим: 
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Из 2-го уравнения системы (1) имеем: 

ௗேభ

ௗ௧
ൌ ݇଴ߙ଴ ଴ܰ ଵܰ െ ଵܸሺ ଵܰሻ ଶܰ െ ݉ଵ ଵܰ ,  

ௗ

ௗ௧
݈݊ ଵܰ ൌ ݇଴ߙ଴ ଴ܰ െ

௏భሺேభሻ

ேభ
ଶܰ െ ݉ଵ,  

௏భሺேభሻ

ேభ
ଶܰ ൌ ݇଴ߙ଴ ଴ܰ െ ݉ଵ െ

ௗ

ௗ௧
݈݊ ଵܰ             

ଵܸሺ ଵܰሻ

ଵܰ
ଶܰ ൌ

݇଴ܳ

ଵܰ
௉ െ ݉ଵ െ

݀
ݐ݀

݈݊ ଵܰ.        

После интегрирования  по ݐ от 0 до ߬ получим: 
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1
߬

න ଵܸሺ ଵܰሺݐሻሻ

ଵܰሺݐሻ ଶܰሺݐሻ

ఛ

଴

ݐ݀ ൌ
݇଴ܳ

ଵܰ
௉ െ ݉ଵ െ

1
߬

݈݊ ଵܰሺ߬ሻ

ଵܰሺ0ሻ
, 

т.е.  0< min
଴ஸ௧ஸఛ

௏భሺேభሺ௧ሻሻ

ேభሺ௧ሻ ଶܰ
ఛ ൌ

௞బொ

ேభ
ು െ ݉ଵ െ

ଵ

ఛ
݈݊

ேభሺఛሻ

ேభሺ଴ሻ
, 

так как 0 < min
଴ஸ௧ஸఛ

௏భሺேభሺ௧ሻሻ

ேభሺ௧ሻ
ൌ തଵߙ ൏ ∞ 

ଶܰ
ఛ ൑

݇଴ܳ

ଵܰ
௉ െ

݉ଵ 

തଵߙ
െ

1
തଵ߬ߙ

݈݊ ଵܰሺ߬ሻ

ଵܰሺ0ሻ
ൌ ଶܰ

௣ 

                       ଶܰ
ఛ ൑ ଶܰ

௉. 

На основе  3-го  уравнения  (1 ) получим:  

ୢNమ

ୢ୲
ൌ ݇ଵVଵሺNଵሻNଶ െ VଶሺNଶሻNଷ െ mଶNଶ  

ୢ

ୢ୲
lnሺNଵሻ ൌ kଵVଵሺNଵሻ െ mଶ െ

VమሺNమሻNయ

Nమ
,  

Интегрируя последнее неравенство пo  t от 0 до τ, имеем:  

ଵ

த
׬

VమሺNమሺ୲ሻሻ

Nభሺ୲ሻ
Nଷሺtሻ

த
଴ dt ൌ kଵαഥଵNଵ

P‐mଶ‐
ଵ

த
ln

Nమሺதሻ

Nమሺ଴ሻ
 , 0<mܽݔ

଴ஸ௧ஸఛ

௏మሺேమሺ௧ሻሻ

ேమሺ௧ሻ ଷܰ
ఛ ൒ kଵߙതଵ ଵܰ

௉ െ mଶ െ
ଵ

த
݈݊

ேమሺఛሻ

ேమሺ଴ሻ
 

0 <mܽݔ
଴ஸ௧ஸఛ

௏మሺேమሺ௧ሻሻ

ேమሺ௧ሻ
ൌ തଶߙ ൏ ∞,    

ଷܰ
ఛ ൒

௞భఈഥభ

ఈഥమ
ଵܰ
௉ െ

௠మ 

ఈഥమ
െ

ଵ

ఛఈഥమ
݈݊

ேమሺఛሻ

ேమሺ଴ሻ
 = ଷܰ

௉ ,   ଷܰ
ఛ ൑ ଷܰ

௉. 

Теперь оценим   ݉ܽݔ ଷܰ.  

На основе  4-го  уравнения  системы  (1)  имеем: 

ௗேయ

ௗ௧
ൌ kଶVଶሺNଶሻNଷ െ Nଷߝ

ଶ െ mଷNଷ  

После обозначения  A(t) =kଶVଶሺNଶሻ െ mଷ, получим: 

max
௧ ଷܰ ൑ max

௧
ቈ ேయሺ଴ሻ௘׬ ಲሺ೟ሻ೏೟

೟
బ

ଵାఌேయሺ଴ሻ ׬ ௘׬ ಲሺ೟ሻ೏೟
೟
బ ௗ௧

೟
బ

቉ ൑ ܰ௠௔௫ , где ܰ௠௔௫  = const< . 

  
ௗேయ

ௗ௧
ൌ AሺtሻNଷሺtሻ െ Nଷߝ

ଶሺtሻ . 

-
ଵ

ேయ
మ

ௗேయ

ௗ௧
ൌ െ

Aሺ୲ሻ

ேయ
൅  -         ,ߝ

ଵ

ேయ
మ = y  

y,ሺtሻ ൌ െAሺtሻy ൅   ߝ

ሻݐሺݕ ൌ ׬ሺ0ሻ݁ݕ ஺ሺ௧ሻௗ௧
೟

బ ൅ ߝ ׬ ׬݁ ஺ሺ௧ሻௗ௧
೟

బ ݐ݀
௧

଴   

ଵ

ேయሺఈሻ
ൌ

ଵ

ேయሺ଴ሻ
׬݁ ஺ሺ௧ሻௗ௧

೟
బ ൅ ߝ ׬ ׬݁ ஺ሺ௧ሻௗ௧

೟
బ ݐ݀

௧
଴   

Достаточность.  Пусть выполняется условие (3).  Докажем справедливость 

ଵܰ
ఛ ൒  ଵܰ

௣   ଵܰ
௣ א ൣ ଵܰ

௠௜௡, ଵܰ
௠௔௫൧.   

Из первого уравнения системы (1) имеем 

଴ܰሶ ൌ ܳ െ ଴ߙ ଴ܰ ଵܰ ൒ ܳ െ ଴ߙ ଴ܰ
ொ

஑బNభ
౦ , 

ொ

Nభ
౦ ଵܰ ൒ ܳ െ ଴ܰሶ ,    после интегрирования  по    t  от  0  до  ߬ : 
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ொேభ
ഓ

Nభ
౦ ൒ ܳ ൅

ଵ

ఛ
ሾ ଴ܰሺ0ሻ െ ଴ܰሺ߬ሻሿ ൒ ܳ ൅

ଵ

ఛ
൤ ଴ܰሺ0ሻ െ

ொ

஑బNభ
౦൨ ൌ ܳ.   

ொேభ
ഓ

Nభ
౦ ൒ ܳ. 

Итак,   ଵܰ
ఛ ൒  ଵܰ

௣.   

ଶܰ
௣ ൒ 0  и   ଷܰ

௣ ൒ 0, то  ଵܰ
௣ א ൣ ଵܰ

௠௜௡, ଵܰ
௠௔௫൧. 

Теперь рассмотрим математическую модель задачи защиты растений с учетом возрастной струк-
туры вредных и полезных насекомых при произвольных трофических функциях. Модельная система 
при этом имеет вид: 

ە
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۓ

ௗேబ

ௗ௧
ൌ ܳ െ ଴ߙ ଴ܰ ଵܰ ,                                                                                   

ௗேభ

ௗ௧
ൌ ݇଴ߙ଴ ଵܰ െ ଵܸሺ ଵܰሻ ෩ܰଶ െ ݉ଵ ଵܰ,                                                      

డேమ

డ௧
൅

డேమ

డ௔
ൌ ݇ଵ ଵܸሺ ଵܰሻ ଶܰ െ ଶܸሺ ଶܰሻ ෩ܰଷ െ ݉ଶ ଶܰ,   ଶܰ|௧ୀ଴ ൌ ଶܰ

଴ሺܽሻ  
డேయ

డ௧
൅

డேయ

డ௔
ൌ ݇ଶ ଶܸሺ ଶܰሻ ଷܰ െ ߝ ଷܰ

ଶ െ ݉ଷ ଷܰ,   ଷܰ|௧ୀ଴ ൌ ଷܰ
଴ሺܽሻ            

ଶܰሺ0, ሻݐ ൌ ׬ ,ߦଶሺܤ ,ݐ ଵܰ 
ஶ

଴ ሻ ଶܰሺߦ,                                                    ,ߦሻ݀ݐ

ଷܰሺ0, ሻݐ ൌ ׬ ,ߦଷሺܤ ,ݐ ෩ܰଶ
ஶ

଴ ሻ ଷܰሺߦ,                                                  .ߦሻ݀ݐ

                      (  4)   

где ௜ܰ ൌ ௜ܰሺܽ, ݅) ሻ – численность вредныхݐ ൌ 2) и полезных (݅ ൌ 3) насекомых возраста ܽ в 
момент времени ܤ .ݐ௜(.) – коэффициент рождаемости насекомых.   

Введем обозначения 


 0
)(

~1
)(

~ dttNtN ii ,        ݅ ൌ 2,3,    ߬ ൐ 0. 
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αഥଵ · αഥଶ ൌ  const, ݅ ൌ 1,2. Тогда для того, чтобы имело место условие собираемого планового  

урожая   
ଵ

ఛ
׬ ଵܰሺݐሻ݀ݐ ൒ ଵܰ

௉,
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   ଶܰ

௣ ൌ
௞బொ

ఈభതതതതேభ
ು െ

௠భ

ఈభതതതത
െ

ଵ

ఈభതതതതఛ
· ݈݊

ேభሺఛሻ

ேభሺ଴ሻ
,        

  ଷܰ
௣ ൌ

௞భఈഥభ

ఈమതതതത ଵܰ
௉ െ

௠మ

ఈమതതതത
െ

ଵ

ఈమതതതതఛ
· max

௔
݈݊

ேమሺ௔,ఛሻ

ேమሺ௔,଴ሻ
 .

 ሺ5ሻ  

Необходимость. Пусть  
ଵ

ఛ
׬ Nଵሺtሻdt ൒ Nଵ

Pத
଴ ,    ଵܰ

௉ א ൣ ଵܰ
௠௜௡, ଵܰ

௠௔௫൧. Доказываем выполнения нера-

венства (5). Справедливость первой и второй (5) доказываются как в (3). 

Используя  3-е уравнение системы (4) докажем справедливость третьего неравенства (5): 

డேమ

డ௧
൅

డேమ

డ௔
ൌ ݇ଵ ଵܸሺ ଵܰሻ ଶܰ െ ଶܸሺ ଶܰሻ ෩ܰଷ െ ݉ଶ ଶܰ. 

Произведем замену переменных ),(),(, 2 taNttа    

Тогда  
a

N
t

N
t 









 22  и из последнего уравнения имеем  



 
 

28 

 

НАУКА, НОВЫЕ ТЕХНОЛОГИИ И ИННОВАЦИИ КЫРГЫЗСТАНА № 2, 2018 

2

322
2111

~
)(

)(ln
N

NNVmNVk
t



  , так как  ln)((t)

~)(
21113

2

22

t
mNVkN

N
NV




 ,  то, 

интегрируя последнее уравнение по t от 0 до , имеем: 

  
 




 0 2

2
2113

2

22

)0,(

),(
ln

1
(t)

~)(1

aN
aNmNkdtN

N
NV p , отсюда: 

)0,(

),(
ln

1
(t)

~)(
max0

2

2
21113

2

22

0 aN
aNmNkN

N
NV p

t










, так как 


 2

2

22

0 ),(

)),((
max0 

 taN
taNV

t , то 
p

a

p N
aN
aNmNkN 3

2

2

22

2
1

2

11
3 )0,(

),(
lnmax

1
(t)

~ 





.   

Отсюда     
ଵ

ఛ
׬ ෩ܰଷ

ఛ
଴

ሺݐሻ݀ݐ ൒ ଷܰ
௉. 

Достаточность устанавливается аналогично доказательству теоремы 1. 
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