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Рассматривается задача, когда предельная матрица имеет кратное собственное значение. Анализировано построение 
асимптотики, которое основано на методе регуляризации для сингулярно возмущенных задач, разработанный С.А. Ломовым 
и адаптированный на сингулярно возмущенных параболических уравнениях.  
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The problem of the limit matrix, which has a multiple eigenvalue, is considered in the research. The construction of the 
asymptotics based on the regularization method for singularly perturbed problems, which developed by S.A. Lomov and adapted on 
singularly perturbed parabolic equations is analyzed. 
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Рассмотрим задачу 

���(�, �, �) ≡ ���� − ���(�)��
�� − �(�)� = �(�, �), (�, �) ∈ Ω, 

�│��� = 0, �│��� = �│��� = 0.                          (1) 

Построим асимптотику решение уравнения (1), когда предельная матрица имеет нулевое кратное собствен-
ное значение. 

Пусть 

�(�) = �
0 0 0
0 0 0
0 0 −2

� , �(�, �, �) = ���(��(�, �, �), ��(�, �, �), ��(�, �, �), 

�(�, �) = �
(1 + �)�

0
�(1 + �)

� , �(�) = 1 + �; 

Матрица A(t) имеет собственные значения  ��,� = 0, �� = −2 и соответствующие собственные векторы: 

��(�) = �
��
��

0
� , ��(�) = �

��
��
0

� , ��(�) = �
0
0
�
�, 

�, �, �- произвольные постоянные. Ортогонализируя, получим новые собственные векторы: вводя новые 
векторы [1] �� = ��, �� = �� + ���, исходя из условия (��, ��) = 0,	 найдем 

� = −
(��, ��)

(��, ��)
,					�� = ��, 

� = −
��	�� + ����

��
� + ��

� . 

�� = �
��
��

0
� , �� = �

��
��
0

� , �� = �
0
0
�
�, 

��(�) =
��
��� − ������

��
� + ��

� , ��(�) =
��
��� − ������

��
� + ��

� , 
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Произведем регуляризацию задачи (1),  для чего, cледуя [4], введем регуляризующие переменные  

� =
�

��
, � =

−2�

�
, �� =

��(�)

�
,		 

��(�) = 2(−1)����√1 + � − √�	�, �� =
� �(�)

� ��
, �= 1,2.                                             (2) 

и расширенную функцию ��(� , �), � = (�, �, �, �, �, �), � = (��, ��),	 

	� = (��, ��),		 такую, что 

��(� , �)│���(�,�,�) ≡ �(�, �, �), �(�, �, �) = �
� (�)

√�
,
� (�)

� ��
,
�

��
,
� (�)

�
�,				                                                                  (3) 

� = (�, �, �, �), � (�) = ���(�), ��(�)�, � (�) = �����(�), ����(�), … , �� (�)�. 

Тогда, на основании (1), (2), (3), для расширенной функции поставим задачу 

�����(� , �) ≡
1

�
����+ ����− √�����+ �����− �√�����− ������ = �(�, �), � ∈ �  

��│���,����� = 0, ��│���,�������
= ��│���,�������

= 0, �(0,1) × (0, �) × (0, ∞ ) 

                (4) 

�� ≡ (1 + �) � �2
(−1)���

√1 + �
����
� −

1

2� (1 + �)�
����,			�� ≡ ��

�

���

− ∆�, �� ≡ �� − ∆�, 

�� ≡ −2�� − �(�),			�� ≡ (1 + �)��
�.          (5) 

Решение задачи (5) будем определять в виде ряда 

��(� , �) = � �
�
���(� ).																																																																																																				

�

����

																																																						(6) 

Для коэффициентов получим итерационные уравнения  

����(� ) = 0, � = −2,−1,	  

����(� ) = −�����(� ),				����(� ) = −����� + �����,   

����(� ) = −���� + �(�, �) − �����(� ) + �����,																			                    (7)    

���(� ) = −������(� ) − ������ + ������(� ) + ������(� ) + ������(� ). 

Введем класс функций, в котором будут решаться итерационные задачи:  

� = {��(�, �): ��(�, �) = � [

�

���

��,�(�, �) + ��,�(� ) + 	 

+ (��,�(�, �) + � ��,�
� (�, �)���� �

��

2√�
�)	exp	(�)

�

���

]��, 

��(�, �) ∈ �� �Ω��,			|��(� )| < ���� �−
��
�

8�
� , ��,�(�, �),			��,�

� (�, �) ∈ �� �Ω��}. 

� = (�, �, �, �), � = (��, ��), � = (��, ��), ��, � = 1,2,3 – собственный вектор матрицы A(t), отвечающий 
собственному значению ��(�). 

Решение итерационных задач. 

Удовлетворим функцию ��(� ) краевым условиям (1): 

��,�
� (�, �)│��� = −��,�

� (�, 0), � = 1,2;			��,�
� (�, 0) = −��,�(�, 0), 

Y�
�(� ) = │��� = 0, 	��

�(� )│����
= ��

�,�(�, �), 					��,�
�,�(�, �)│��� = ���,�

�,�(�),	 

��
�,�(�, �)│��� = ���

�,�(�),	   ��,�
�,�(�, �)│����� = −��,�

� (�− 1, �),		 

��
�,�(�, �)│����� = −��,�(�− 1, �),			��

�,�(�, �)│����� = −��,�(�− 1, �)                                                             (71)    
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Функция ��(� ) в классе � имеет решение представимое в виде 

��(� ) = � ���,�(�, �) + � Y�,�
� (��)

�

���

� �� +

�

���

 

+ � ���,�
� (�, �) + � ��,�

�,�(�, �)���� �
��

2√�
�

�

���

� ����,

�

���

			� = −2,−1;																						(8) 

где 

��,�
� (��) = ��,�

� (�, �)���� �
��

2√�
� , 	��,�

� (0, �) = −��,�(0, �), 	��,�
� (1, �) = −��,�(1, �), 

��,�
� (�, �)│��� = ���,�

� (�), � = −2,−1, � = 1,2. 

Вычислим правую часть уравнения относительно ��(� ): 

��(� ) = �����(� ) ≡ 2����� + �(�)��� =  

= −�� � ���,�
��(�, �) + � ��,�

��,�(�, �)���� �
��

2√�
�

�

���

�

�

���

exp(�) �� − 

−�� ���,�
��(�, �) + � ��,�

��,�(�, �)���� �
��

2√�
�

�

���

� exp(�) �� + �����,�(�, �)�� +  

+ �� ��Y��,�
� (��)

�

���

� ��, 

Обеспечивая разрешимость в �, положим 

���,�(�, �) = 0, ��,�
��(�, �) = 0, ��,�

��(�, �) = 0, ��,�
��,�(�, �) = 0, ��,�

��,�(�, �) = 0, 

а функции ��,�
��(�, �), ��,�

��,�(�, �), ���,�(�, �), ���,�(�, �) − произвольны и при этом правая часть примет вид: 

��(� ) = ����� = −�� � Y��,�
� (��)��

�

���

. 

Уравнение ����(� ) = ��(� ) имеет решение представимое в виде (8) с индексом � = 0, если  Y�,�
� (��), � =

1,2,3 решения уравнений 

��Y�,�
� = ���

� Y�,�
� , � = 1,2 

��Y�,�
� = ���

� Y�,�
� − ��Y��,�

� (��)                 (9) 

при граничных условиях 

Y�,�
� │��� = 0, Y�,�

� │����
= ��,�

� (�, �), ��,�
� (0, �) = −��,�(0, �),	 

��,�
� (�, �)│��� = ��,�

�,�(�), ��,�
� (�, �)│��� = −��,�(1, �),			 

Из этой задачи определим 

Y�,�
� (��) = ��,�

� (�, �)���� �
��

2√�
� , � = 1,2. 

Y�,�
� = ��,�

� (�, �)���� �
��

2√�
� − 

−�� ��
���,�
� (�, �)

4�(�− �)
���� �

�

2√�
�

�

�

�

�

���� �−
(��− �)�

4(�− �)
� − 

−��� �−
(��+ �)�

4(�− �)
������. 

Произвольная функция  ���,�
� (�, �) определяется из задачи  

�����,�
� (�, �) = 0, � = 1,2 
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���,�
� (�, �)│��� = ���,�

�,� (�), 

Подставив полученное решение в  �����(� ) = 0 выбором  ���,�
�,� (�),	как решение задачи  

2��
�(�)

�

��
����,�

�,� (�)� + ��
��(�)���,�

�,� (�) = 0, ���,�
�,� (�)│����� = −���,�(�− 1, �) 

обеспечим  �����(� ) = 0. Отсюда определим 

���,�
�,� (�) = −���,�(�− 1, �) �

1 + �

�
�

�
�
, 

тогда 

���,�
� (��) = −���,�(�− 1, �) �

1 + �

�
�

�
�
���� �

��

2√�
�. 

Рассмотрим следующий свободный член, с учетом предыдущего, имеем 

��(� ) = −�����(� ) + �����(� ) =  

= −�� � ���,�
��(�, �) + � ��,�

��,�(�, �)���� �
��

2√�
�

�

���

�

�

���

����� +  

+�� ���,�
��(�, �) + � ��,�

��,�(�, �)���� �
��

2√�
�

�

���

� ����� +  

+�����,�(�, �)�� + �� � Y��,�
� (��)��.

�

���

 

Отсюда, обеспечивая разрешимость и учитывая, что �����(� ) = 0,	положим 

��,�
��(�, �) = 0, 	��,�

��,�(�, �) = 0, ���,�(�, �) = 0, � = 1,2 

при этом  ��,�
��(�, �), 	��,�

��,�(�, �), ���,�(�, �), � = 1,2  произвольны. Тогда свободный член примет вид: 

��(� ) = −�� � Y��,�
� (��)��.

�

���

 

Решение  ��
�(��), запишется также, как для уравнения (9). 

Рассмотрим свободный член следующего уравнения: 

��(� ) = −����(� ) + ����� − ����� + �(�, �) =  

= −�� � ���,�
� (�, �) + � ��,�

�,�(�, �)���� �
��

2√�
�

�

���

�

�

���

����� +  

+ �� ���,�
� (�, �) + � ��,�

�,�(�, �)���� �
��

2√�
�

�

���

� ����� + ����,�(�, �)�� +  

+�� � Y�,�
� (��)�� − � ������,�(�, �) + � ��Y��,�

� (��)

�

���

� �� −

�

���

�

���

 

−� �����,�
��(�, �) + � ����,�

��,�(�, �)���� �
��

2√�
�

�

���

� ����� + � ��(�)��

�

���

�

���

. 

Из условия разрешимости следующего итерационного уравнения, получим 

�����,�(�, �) = ��(�), � = 1,2 

����,�(�, �) = ��(�), �����,�
� (��) = 0, 	����,�

��(�, �) = 0, ����,�
��,�(�, �) = 0 



 

7 

НАУКА, НОВЫЕ ТЕХНОЛОГИИ И ИННОВАЦИИ № 9, 2017 

��(�) =
���

�

2
(1 + �), ��(�) =

���
�

2
(1 + �), ��(�) = �� +

��

2
� ��,	 

����,�
� (�, �) = −����,�

��(�, �), � = 1,2 

����,�
�,�(�, �) = −����,�

��,�(�, �), � = 1,2. 

Решая эти уравнения при начальных условиях: 

���,�(�, �)│��� = −��,�
��(�, 0) = 0, ��,�

��(�, 0) = −���,�(�, 0) = 0, 

��,�
��,�(�, 0)│��� = ���

��,�(�), ��,�
��,�(�− 1, �) = −��,�

��(�− 1, �), 

получим 

���,�(�, �) =
���

�

2
(1 + �)�, ���,�(�, �) =

���
�

2
(1 + �)�,		 

��,�
�	(�, �) = 0, � = 1,2                     (10)  

��,�
�,�(�, �) = 0, ��,�

�� = 0, ��,�
��,�(�, �) = ���

��,�(�),	 

��,�(�, �) =
1

��
�� +

��

2
���; 

Следующий свободный член запишется: 

��(� ) = −���� + ���� − ����� + ����� =  

= −�� � ���,�
� (�, �) + � ��,�

�,�(�, �)�����
��

2√�
�

�

���

� ����� +

�

���

 

+�� ���,�
� (�, �) + � ��,�

�,�(�, �)�����
��

2√�
�

�

���

� ����� + ����,�(�, �)�� +  

+ �� � Y�,�
�

�

���

(��)�� − � ������,�(�, �) + � ��

�

���

Y��,�
� (��)� �� −

�

���

 

−� �����,�
��(�, �) + � ����,�

��,�(�, �)�����
��

2√�
�

�

���

�

�

���

�����. 

Положим,  

	��с�,�
��(�, �) = 0, ����,�

��,�(�, �) = 0, 

����,�
� (�, �) = −����,�

��, ����,�
�,�(�, �) = −����,�

�,�(�, �), � = 1,2 

����,�(�, �) = �����,�(�, �), �����,�(�, �) = 0, ��Y��,�
� (��) = 0.                           (11) 

Тогда,  с�,�
� (�, �), ��,�

�,�(�, �) − произвольны и  

��(� ) = �� � Y�,�
� (��).

�

���

 

Начальные условия для этих уравнений: 

с�,�
��(�, �)│��� = −���,�(�, 0) = 0, ���,�(�, 0) = −��,�

��(�, 0) = 0, 

Y��,�
� (��)│��� = 0, ��,�

��,�(�, �)│��� = ���,�
��,�(�), ���,�

� (��)│����
= ���,�

� (�, �)	 

���,�
� (�, �)│����� = −���,�(�− 1, �), ���,�

� (�, �)│��� = ���,�
�,� (�), 

���,�(�, 0) = −��,�
��(�, 0), � = 1,2. 
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Используя эти условия из (11), определим 

с�,�
� (�, �) = 0, 				��,�

�,�(�, �) = 0, 	��,�(�, �) = 0,			���,�(�, �) = 0, � = 1,2 

Y��,�
� (��) = 0, 

а функции  с�,�
� (�, �), ��,�

�,�(�, �), ��,�(�, �) – произвольны. 

Входящее в ��(� ) выражение �����(� ) обращаем в нуль выбором произвольной функции  ���
��,�(�). Далее 

процесс повторяется.  

 Главный член асимптотики запишется 

��(� ) =
1

�
�
���

2
(1 + �)� �

��
��

0
� +

���
�

2
(1 + �)� �

��
��
0

�� +  

+
1

�
�−

���

2
	� �

��
��

0
��

1 + �

1
�

�
�
− �

1 + �

1
�

�
� ���

�

2
	� �

��
��
0

�� ���� �
��

2√�
� +  

+
1

�
�
���

2
2	� �

��
��

0
� �

1 + �

2
�

�
�
+ �

1 + �

2
�

�
� ���

�

2
2	� �

��
��
0

�� ���� �
��

2√�
� 

+
1

��
�� +

��

2
� �� �

0
0
�
� − ��� +

��

2
� �

1

��
�
1 + �

2
�

�
�
���� �

��

2√�
��

0
0
�
�� − 

−�
1

��
�� +

��

2
� �� �

0
0
�
� −

1

��
�� +

��

2
�� �

1 + �

2
�

�
�
���� �

��

2√�
� �

0
0
�
�� ���. 
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