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Сызыктуу сымал биринчи тартиптеги Вольтерра-Стилтьес интегро-дифференциалдык тендемесинин каалаган чы-
гарылышы үчүн жарым октогу баалоосун, чектелгендигин, нөлгө умтулушун, абсолюттук жана квадраттык 
интегралданышын камсыз кыла турган  жетиштүү шарттар алынат. Интегралдоо жүргүзүлүүчү өсүүчү функциянын 
туундусу кээ бир чекиттерде үзүлүүчү болуу учуру каралат. Салмактык жана кесүүчү функциялар методу өнүктүрүлөт. 
Стилтьес интегралын кармаган  интегралдык барабарсыздыктар методу колдонулат. Иллюстративдик мисал 
тургузулат.  

Негизги сөздөр: Вольтерра-Стилтьес интегро-дифференциалдык теңдемеси, баалоо, чектелгендик, нөлгө 
умтулгандык, абсолюттук интегралданыш, квадраттык  интегралданыш, салмактык функция, кесүүчү функция.   

Устанавливаются достаточные условия, обеспечивающие оценку, ограниченности, стремления к нулю, абсолютной и 
квадратичной интегрируемости на полуоси  любого решения слабо нелинейного интегро-дифференциального уравнения 
первого порядка Вольтерра-Стилтьеса. Рассматривается случай, когда производная возрастающей функции, по которой 
ведется интегрирование, может быть разрывной в некоторых точках. Развивается метод весовых и срезывающих 
функций. Применяется метод интегральных неравенств с  интегралом Стилтьеса. Строится иллюстративный пример.  

Ключевые слова: интегро-дифференциальное уравнение Вольтерра - Стилтьеса, оценка, ограниченность, стремление 
к нулю, абсолютная интегрируемость, квадратичная интегрируемость, весовая функция, срезывающая функция. 

We establish sufficient conditions for providing estimate, boundedness, tends to zero, absolute and square integrable on the half 
of any solution of weak nonlinear integral-differential equation of first order Volterra - Stieltjes. We consider the case when the 
derivative increasing function for which integration is carried out, may be discontinuous at some points. Developed method of 
weighting and cutting functions. Used method of integral inequalities with Stieltjes integral. Construct an illustrative example. 

Key words: integral- differential equation of Volterra - Stieltjes , estimate, boundedness, tend to zero , absolutely integrable , 
square integrable , the weighting function ,  the cutting  function. 

 Все фигурирующие в работе функции от   yxtt ,,,,  являются непрерывными при   0tt  , 0tt  , 

 yx ,
и соотношения имеют место при 0tt  , 0tt  ;   ,0tJ ;  ИДУВС - интегро-

дифференциальное уравнение Вольтерра-Стилтьеса. 

 ЗАДАЧА. Установить достаточные условия для оценки, ограниченности на полуинтервале J , стремления 

к нулю при t ,  принадлежности пространствам    2,1, pRJLp
g  любого решения ИДУВС 
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где     tqtg , - возрастающие функции  и     tdqtdg ,  понимаются в смысле  определения из [1], 

функции    xtHyxtF ,,,,,   удовлетворяют по пространственным переменным следующим условиям 

слабой нелинейности: 

           xthxtHytlxtlyxtF  ,,,,,, 1           HF,  

с неотрицательными «коэффициентами Липшица»        .,,, 1 thtltl  Насколько нам известно, такая задача 

изучается впервые. Заметим, что в [2] для линейного ИДУВС  вида (1)  (в  (1)     0,, yxtF ) получены 

достаточные условия принадлежности пространству  RJLg ,2
 любого его решения в случае, когда 

   RJLtf g ,2 . 

Напомним, что           



0

,:2,1
t

pp
g tdgtxRJLtx     2,1p ,  

 -знак эквивалентности. 

Пусть [3,4]:  t0  - некоторая весовая функция,  

   

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n
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   niti ...1 - некоторые срезывающие функции, 

           1
,,


  iiii ttKttR ,          1

 ttfttE iii   

 ni ...1 ;      nitci ...1 -некоторые функции. 

С использованием условий ,)(,)( fK введением функций        tctEtRt iii ,,,,  аналогично [3-5] 

доказывается, что  
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где           nidgxtX
t

ii ...1,  


 , 

а также согласно определениям из [1]: 
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      
   

 ,...1
,,

lim,
0

ni
tgttg

tRttR
tR ii

t
tig 









  

      
   

 ,...1
,,

lim,
0

ni
tgttg

tRtR
tR ii

t
ig 









  

       
 

  
         ,...1,

,,
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(эти пределы и соотношения существует согласно нашему первоначальному договору о том, что все 
фигурирующие в работе функции являются непрерывными). 

Отметим, что при получении соотношения (2) используются соотношения (1.17)-(1.19) из [4, c. 46-47], 
соотношения (9) из [5], соотношение (10) из [2], леммы  1.4 , 1.5 из [6]. 

            
Согласно [1,2] имеем 

         
 
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       .
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t
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d
txtgtxtg                                                   (3) 

Аналогично (3) получаем 

             
 

            
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t
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sdg
s
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sdx
sdgsxssx

0 00

2

2

1
  

             
 

         .
2

1

2

1

2

1

0
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2

 
t

t

sdgsxssg
sdg

d
txttgtxttg                           (4) 

Из (4)  при    1t   вытекает  (3). 

Теперь поступаем аналогично как в [3-6]. Для любого решения  tx  ИДУВС (1) умножаем на    txt , 

интегрируем по возрастающей  tg  в пределах от 0t  до t , в том числе по частям, вводим условия )(,)( fK , 

функции      tctEtR iii ,,, , используем соотношения (2), (4) и условие  HF , . Тогда приходим к 

следующему неравенству 

                          


t

t
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i
ii tcttXtEttXttRsdgsxstxttg
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                 sdgsctsXsEtsXtsR sigisigi

t

t

sig 0

2

00 ,2,,
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                    






    
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t
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igsigiig csdgdgsXsRdgtXtR
0 0 0
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,,,,    

                













t

t

s

t

sdgdqxsGsxslsxs
0 0

,,2 

                                                                     (5) 

где      
 

    ,2 ttg
tdg

d
tatt           


 

n

i
i tctxttgc

1
0

2

000 ,       ,, 1 thtltG  .          

ТЕОРЕМА. Пусть 1)    tqtg , - возрастающие функции;   0t ; выполняются условия  HF , , 

)(,)( fK  ; 

2) существует функция   0t  такая, что      tttg   ; 

3)   0 t ;  4)      0,,0, 00  ttRttR tigi , существуют функции  tci  такие, что 
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      tcttRtE iii 0

2
, ,              nitcttRtE tigtigtig ...1, 0

2
 ; 

5)           nitRtR gtigig ...10,,0,    ; 

6)                    




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









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1

t
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t

tdgdqtGtttlt   

Тогда для любого решения    RJCtx ,1 с любым начальным данным  0tx  справедливы утверждения: 

       ,12

1

Ottx


                                                                                                                               (6) 

       .,12

 RJLtxt g                                                                                                                       (7) 

 
 ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Учитывая, что условие (4) обеспечивает: 
 

           tcttXtEttXttR iiiii 0

2
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2
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0
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t

t

sig   ,  

в силу условий 1) -5) имеем интегральное неравенство : 
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                           














t

t

s

t

sdgdqusGsussussgs
0 0

2

1

2

1

2

1

2

1
1

,2  .             (8) 

Разрешая интегральное неравенство (8), аналогично лемме 3 из [7] и учитывая условие 6) , получаем 

                     .,2exp
0 0

2

1

2

1
1



























 




   ctdgdqtGssslsctu
t

t

t

         (9) 

Так как ,        ,2
tutxt    т.е.         2

1

2

1

tuttx


  ,            ,
0

2
tusdgsxs

t

t

  то из оценки (9) 

вытекают утверждения (6), (7) теоремы.    
Теорема доказана. 
 
Из доказанной теоремы вытекают следующие предложения.           

СЛЕДСТВИЕ 1. Если выполняются все условия теоремы и   00   t , то любое решение ИДУВС (1) 

ограниченно на J .     
Это следует из оценки (6). 

СЛЕДСТВИЕ 2. Если выполняются все условия теоремы и   


t
t

lim ,  то любое решение ИДУВС (1)  

  0tx
 при  t .                                          

Это утверждение тоже получается из оценки (6). 

СЛЕДСТВИЕ 3. Если выполняются все условия теоремы и       )0/,(,0 11




 RJLtt g  

(соответственно   00  t ),  то любое решение ИДУВС (1)    ),(1 RJLtx g  (соответственно 

   RJLtx g ,2
). 

Первое утверждение этого следствия аналогично теореме 2[8] следует из неравенства 

                  12
2

1

2

1

2

1 
 ttxttttxtx  интегрированием на отрезке  tt ,0 по функции  tg . 

Второе утверждение сразу следует из утверждения (7) теоремы. 
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ПРИМЕР. Для ИДУВС 

     
         

















t ttt

t dxt
ttt

te
txtetx

0

2
coscos

11
91

sinsin
33






 

   
   

 
0,

3

sin

2121

sin5

0

3
10

2cos3










 


td
t

xx

x

xe

ttt

te
ttttt





 выполняются все условия теоремы и след-

ствий 1-3 при     ttt 1 , здесь ,00 t    ,ttg          ,1
2

1
ttttg       tttg

td

d
   

  ,2,2  ntet t   ,sin
3 cos

1 tet ttt   ,
9

1
,1







t
tR   ,

12

5
1




t
tE

  ,
12

25
1




t
tc     ,1

2

2 ttt     ,1,2 tR      ,022  tctE    ,3 ttq   

   
 10

3

1
,,


 




t
tGetl t

. 

Таким образом, нам удалось решить выше поставленную задачу, т.е. нашли класс ИДУВС вида (1), для 

которого наша задача решаема. Заметим, что нам также удалось, снять условие     RJCtg ,  из работы [2], 

что достигли за счет введения некоторой весовой функции    0t . 
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