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Сызыктуу экинчи түрдөгү Вольтерра-Стилтьес интегралдык теңдемесинин чыгарылышынын жарым октогу 
абсолюттук жана квадраттык интегралданышынын функциянын белгиси тибиндеги жетиштүү шарттары табылат. 
Изилдөө каралуучу теңдеменин бош мүчөсү аталган касиеттерге ээ болбой калышы мүмкүн учурунда жүргүзүлөт. 
Интегралдоо өсүүчү функция боюнча аныкталат. Теңдемелерди өзгөртүү методу, салмактык жана кесүүчү функциялар 
методунун идеясы жана бөлүктөп интегралдоо методу өнүктүрүлөт. Иллюстративдик мисалдар тургузулат.  

Негизги сөздөр: Вольтерра-Стилтьес интегралдык теңдемеси, өсүүчү функция боюнча туунду, абсолюттук 
интегралданыш, квадраттык интегралданыш, функциянын белгиси тибиндеги шарттар, салмактык функция, кесүүчү 
функция.   

Устанавливаются достаточные условия типа знака функций абсолютной и квадратичной интегрируемости на 
полуоси решения линейного интегрального уравнения Вольтерра-Стилтьеса второго рода. Исследование проводится без 
предположения, что изучаемыми свойствами обладает свободный член рассматриваемого уравнения. Интегрирование 
ведется по возрастающей функции. Развиваются метод преобразования уравнений, идея метода весовых и срезывающих 
функций и метод интегрирования по частям. Строятся иллюстративные примеры.  

Ключевые слова: интегральное уравнение Вольтерра-Стилтьеса, производная по возрастающей функции, 
абсолютная интегрируемость, квадратичная интегрируемость, условия типа знака функций, весовая функция, 
срезывающая функция. 

We establish sufficient condition of type of sign functions for absolute and square integrable on the half of solution of linear 
Volterra - Stieltjes integral equation of second kind. Research is conducted without the assumption that studied the properties of the 
free term of the equation. The integration is on an increasing function. Develop method for transforming equations, the idea of a 
method of weighting and cutting functions and the method of integration by parts. Construct illustrative examples. 

Key words: volterra-Stieltjes integral equation, derivative on increasing function, integrable, square integrable, condition of 
type of sign functions, weighting function, cutting function. 

Все фигурирующие ниже функции являются непрерывными и соотношения справедливы при   

0tt  , 0tt   ; 

  ,0tJ ; ИУВС- интегральное уравнение Вольтерра-Стилтьеса. 

Для простоты рассмотрим ИУВС второго рода вида 

                      0

11
,,

0

tttbtftadgxbtbtKtatx
t

t




                                         (1) 

где   tg - возрастающая функция  и   dg  понимается в смысле  определения А.Асанова [1]. 

 ЗАДАЧА. Установить достаточные условия типа знака функций принадлежности пространствам   

   2,1, pRJLp
g  решения ИУВС (1) без предположения, что его свободный член   

         .2,1,)(
1




pRJLtbtfta p
g  Насколько нам известно, такая задача решается впервые. Отметим 

что для случае уравнения типа Вольтерра (в (1)    ttg   ) подобная задача ранее решена во много работах 

первого автора, например , в [2, 3]. 
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В настоящей работе будем использовать следующие обозначения из [1]:        2,1,  pRJLtx p
g  

означает      



0

2,1
t

p
ptdgtx ; 

 
 
 

 
 tg

tf

tdg

tdf
f

t
tg






 0
lim          (если предел существует) ; 

      
   tgttg

tKttK
tK

t
tg











,,
lim,

0
     (если предел существует) ; 

      
   







gg

tKtK
tKg








,,
lim,

0
     (если предел существует) ; 

        
 

  
       ,,

,,
, 






 


 tK

tg

tK

g

tK
tK tgg

gtg

gtg










  

поскольку мы договорились о том, что все фигурирующие в работе функции являются непрерывными. 
Аналогично преобразованиям двойного интеграла (1. 18) и интеграла (1. 19) из [4, c. 47] можно 

установить, что справедливы следующие преобразования с интегралами Стилтьеса по возрастающей функции 

 tg  : 

                    
2

00 ,,,2
0 0

ttXttKsdgdgxbsxsbsK
t

t

s

t

  

                  
t

t

g

t

t

sg dgtXtKsdgtsXtsK
00

22

00 ,,,,   

            ,,,
2

0 0

sdgdgsXsK
t

t

s

t

gsg                 (2) 

                      ,,,,
00 0

000   
t

t

sg

t

t

t

t

sdgtsXsfttXtftsXsdgsfdssxsasf      (3) 

где            .,
0

 dgxbtX
t

t
  

 В получении (2), (3) применяется метод интегрирования по частям. Заметим, что преобразование (2) 
проведено также в [5]. 

Для решения  tx  ИУВС (1) умножаем его на    ,txta  интегрируем в пределах от 0t  до t  по 

возрастающей функции  tg , в том числе по частям, используем преобразования (2), (3), а также вводим 

некоторую функцию  tc  следующим образом: 

         .
0

0 
t

t

sg tctcsdgsc  

Тогда аналогично тождеству (1.20), [4, c. 47] получаем тождество: 

                  tcttXtfttXttKsdgsxsa
t

t

0

2

00

2
,2,,2

0
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                  
t

t

sgsgsg sdgsctsXsftsXsK
0

0

2

0 ,2,,  

                    0

22
,,,

0 00

tcsdgdgsXKdgtXtK
t

t

s

t

gsg

t

t

g                     (4)        

 Из тождества (4) непосредственно вытекает 

 ТЕОРЕМА.  Пусть 

1)   ;0ta    2)   ,0, 0 ttK      ,0, 0  ttK tg существует функция  tc  такая, что  

      ,, 0

2
tcttKtf              tcttKtf tgtgtg


0

2
, ; 

3)     ,0,   tK g          .0,   tK gtg  

Тогда для решения  tx ИУВС (1) верно утверждение        

       .,12
RJLtxta tg                     (5) 

СЛЕДСТВИЕ 1. Если 1) выполняются все условия теоремы: 

2)        ,0/,11


  RJLta tg  то решение ИУВС      .,1 RJLtx tg  

Это следует аналогично теореме 2 [3]из неравенства 

                  12
2

1

2

1

2

1 
 tatxtatatatxtx       

интегрированием на отрезке  tt ,0 по функции  .tg  

СЛЕДСТВИЕ 2. Если 1) выполняются все условия теоремы: 

2)   ,00 ata  то решение ИУВС     .,2 RJLtx tg  

Утверждение следствие 2 получается из (5), используя     .0inf 0
0




atata
tt

 

ПРИМЕР 1. Для ИУВС 

      0,
32

222

0










 t
t

e
dx

t

e
tx

ttt tt






 

выполняются все условия следствия 1 при      ,,
2tt etbeta   здесь ,00 t    .

2

1




t
tc  Значит, 

решение этого ИУВС    RRLtx
t

,1
 , хотя его свободный член  RRL

t
,1

 . 

ПРИМЕР 2.  ИУВС 

           
0,

7

sin1

5

sinsin11
3

12

3

0
33

1212










  t

t

tt
dx

t

tt
tx

t





 

удовлетворяет всем условиям следствия 2 при   ,1ta      ,sin1
12

tttb   здесь 

 
5

1
,0

30



t

tct .    
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Следовательно, решение рассмотренного ИУВС    RRLtx
t

,2
3   несмотря на то, что его свободный 

член  RRL
t

,2
3   

Таким образом, нами показано, что нашли класс ИУВС, для которого выше сформулированная задача 
имеет решение. 
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