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СТИЛТЬЕСА ВТОРОГО РОДА С ДВУМЯ НЕЗАВИСИМЫМИ ПЕРЕМЕННЫМИ 
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BOUNDED SOLUTIONS OF VOLTERRA INTEGRAL EQUATIONS - STIELTJES 
SECOND KIND WITH TWO INDEPENDENT VARIABLES 

УДК: 517.968 

Макалада изилдөөнүн актуалдуулугу баса белгиленген. Чектелбеген областтагы эки өзгөрмөлүү экинчи түрдөгү 
сызыктуу жана сызыктуу эмес Вольтерра-Стилтьес интегралдык теңдемесинин чыгарылышынын чектелишинин же-
тиштүү шарттары аныкталган. Чыгарылыштардын баасы табылган. Иллюстративдик мисалдар каралат.  

Негизги сөздөр:  Вольтерра-Стилтьестин интегралдык теңдемеси, өсүүчү функция, баа, чектелиш, сызыктуу жана 
сызыктуу эмес. 

В данной статье подчеркнута актуальность проводимого исследования. Установлены достаточные условия 
ограниченности решений линейных и нелинейных интегральных уравнений Вольтерра-Стилтьеса второго рода с двумя 
независимыми переменными в неограниченной области. Получены оценки решений. Построены иллюстративные примеры. 

 
 Ключевые слова: интегральное уравнение Вольтерра-Стилтьеса, возрастающая функция, оценка, ограниченность, 

линейность и нелинейность. 

To highlight the relevance of the research. Sufficient conditions for the boundedness of solutions of linear and non-linear 
integral equations of the Volterra - Stieltjes second order with two independent variables in an unbounded domain. To obtain a 
solution evaluation. Built illustrative examples. 

Key words: integral equation of Volterra - Stieltjes, increasing function, assessment, limitation, linearity and non-linearity. 

 
Одновременно рассмотрим следующие линейные и нелинейные интегральные 

уравнения:                    
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xtfsdydysuysxtKsdxsusxtKxtu
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,,,,,,,,, 10  ,     

(1)                             
t

t

b

a

t

t

xtfsdydysvysxtHsdxsvsxtHxtv
00

,,,,,,,,,,, 10  ,     

(2) 

где      batGxt ,,, 0  ,    ysxtKsxtK ,,,,,, 10 ,    vysxtHvsxtH ,,,,,,,, 10 , 

 xtf ,
 - известная функция;  

 xtu ,  и  xtv , -неизвестные функции , 

  ,,:,, 00 bxatstsxtG   

  bxabyatstysxtG  ,,:,,, 01 ,    xt  , - известные строго 

возрастающие непрерывные функции  соответственно на   ,0t  и  ba, ,     ,0
1 tCt . 

 Рассматривается задача об ограниченности решений интегральных уравнений (1), (2) в 

областиG .
 
 Такая задача актуальна в связи с исследованиями из монографий  .31

 
 

Пусть выполняются следующие условия: 

а) 
 sxtK ,,0  – непрерывная функция на 0G ,

 
     slssxtK 10 ,,   при всех   0,, Gsxt  , а 

    ,011 tLsl  и  sl1 -неотрицательная функция на  ,0t . 

б)  ysxtK ,,,1 -непрерывная функция на 1G ,      slsysxtK 21 ,,,   при всех   1,,, Gysxt  , а 

    ,012 tLsl  и  sl2 -неотрицательная функция на  ,0t . 
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в)  xtf , -непрерывная функция на G , 
 

  


0
,

,sup fxtf
Gxt

. 

г)  vsxtH ,,,0  – непрерывная функция  на RG 0 ,  

      vslsvsxtH 10 ,,,   и при всех   RGvsxt  0,,, ,  sl10  при всех, 
 

  ,0ts , 

    ,011 tLsl ;
  

д)
 

 vysxtH ,,,,1  – непрерывная функция  на RG 1 ,  

      vslsvysxtH 21 ,,,,   и при всех   RGvysxt  1,,,, ,  sl20  при всех,
 

  ,0ts ,     ,012 tLsl .
  

 ТЕОРЕМА 1. Пусть выполняются условия а), б) и в). Тогда интегрального уравнения (1) 
существует единственное непрерывное ограниченное  решения уравнения (1) и справедлива  оценка 

      
 

  0
,

,sup Cfxtu
Gxt




 , (3) 

где            












 


dsabslslC
t0

21exp  . 

 ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.  Из (1) получаем 

              
t

t

t

t

b

a

fdsydysusldsxsuslxtu
0 0

021 ,,,  .         (4)      

Вводим обозначение: 

 
 

 xtutv
bax

,sup
,

  

Тогда из (4) имеем  

              
t

t

ttfdssvabslsltv
0

0021 , .          (5) 

В силу неравенства Гронуолла-Беллмана имеем 

           













 

t

t

dsabslslftv
0

210 exp   . 

 Отсюда вытекает оценка (3).  Теорема 1 доказана.      
ПРИМЕР 1.  Рассмотрим уравнение 

    
      

      








t
t

t

xesdydysu
ssyxt

sdxsu
ssxt

xtu
0

1

0
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0

222
sin,

13

2
,

31

1
, 

 

Здесь  1,0,00  bat ,     32 , xxtt   ,       00,11,2   tt ,  

    ssxt
sxtK



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1
.,

2220 ,           ssyxt
ysxtK



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2
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   
    sl

ssxts

s
ssxtK 122220

1

1
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2
,, 





 ,       

   
    sl

ssyxts

s
sysxtK 22231

3

2

31

2
,,, 





 , 

  01sin, fxextf t   . 

 
 ПРИМЕР 2.   Рассмотрим уравнение 
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                   










tt

xtsdydysu
syxt

sxt
sdxsu

sxt

xt
xtu

0

1

0

2223

0

23
cos3,

5

cos7
,

1

sin5
,   

Здесь     1,0,00  bat ,     xxss   ,  ,        00,11,1   s ,  

   
230

1

sin5
,,

sxt

xt
sxtK




 ,          

22231
5

cos7
,,,

syxt

sxt
ysxtK




 , 

   
 

  ,
1

5

1

sin5
,, 12230 sl

ssxt

xt
ssxtK 







        

   
 

 sl
ssyxt

sxt
sysxtK 2222231

5

7

5

cos7
,,, 







 , 

    03cos3, fxtxtf  . 

 
ТЕОРЕМА 2. Пусть выполняются условия в), г) и д). Тогда любое непрерывное решение 

интегрального уравнения (2) ограничено  в  G .  
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.  Из (2) получаем 

              
t

t

t

t

b

a

fdsydysvsldsxsvslxtv
0 0

021 ,,,  ,         (6)      

Отсюда вводя обозначение: 

 
 

  ,,sup
,

xtvtg
bax

  

из (6) имеем  

              .,
0

0021 
t

t

ttfdssgabslsltg           (7) 

В силу неравенства Гронуолла-Беллмана имеем 

           













 

t

t

dsabslslftg
0

210 exp   , 

из которого вытекает 

  
 

  0
,

,sup Cfxtv
Gxt




 ,     (8) 

где            












 


dsabslslC
t0

21exp  . 

Теорема 2 доказана.  
     
ПРИМЕР  3.   Рассмотрим уравнение 

   
   

       
   

 .1,0,0,
121,2

,

1,1

,
,

0

1

0

2

42

2242

32
3

0

2222









   xt

t

xt

stysv

sdydysv
sd

stxsv

xsv
xtv

tt

 

Здесь  1,0,00  bat ,     yyss   ,3 ,       00,11,3 2   ss ,  

   
   22220

1,1

,
,,,

stxsv

xsv
vsxtH


 ,    
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   
   2242

2

1
21,2

,
,,,,

stysv

ysv
vysxtH


 , 

     
   

  vslv
sstxsv

xsvs
svsxtH 122222

2

0
1

3

1,1

,3
,,, 





 ,  

           
   

 vslv
sstysv

ysvs
svysxtH 222242

22

1
1

3

21,2

,3
,,,, 





 , 

  ,1
1

1

1
, 022

42

f
tt

xt
xtf 





  

      



























 06exp6exp01
1

3

1

3
exp

0
0

22
arctgarctgarctgsds

ss
C

 

.
2

6exp 3
e









      т.е.    
 

  .,sup 3
0

3

,

 efextv
Gxt




 

 
Литература: 

1. Барбашин Е.А.  Введение в теорию устойчивости.-М: Наука , 1967.-224с. 
2. Мышкис А.Д.  Линейные дифференциальные уравнения с запаздывающим  аргументом.-Изд.второе.-М: Наука, 1972.-

352с. 
3. Тышкевич В.А.  Некоторые вопросы теории устойчивости функционально-дифференциальных уравнений.-Киев: Наук. 

думка, 1981.-80с. 

 
Рецензент: к.ф.-м.н., доцент Халилов А.Т. 

________________ 
 
 


