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В работах [1-5] были рассмотрены вопросы квадратичной интегрируемости решений на бесконечной области 
интегральных и интегро-дифференциальных уравнений на полуоси. 

В этой статье изучается квадратичная интегрируемость решений систем на бесконечной области для двумерных 
интегральных уравнений типа Вольтерра-Cтильтеса. 

In [1-5] addressed the issues of the quadratic integrability of solutions on an infinite domain integral and integro-differential 
equations on the half. 

In this paper we study the quadratic integrability of solutions of systems on an infinite domain for two-dimensional Volterra-
Ctiltes integral equation. 

[1-5] иштерде чексиз облаттагы интегралдык жана интегро-дифференциалдык теңдемелердин жарым октогу 
чыгарылыштарынын квадраттык интегралдануучулугу боюнча маселелер каралган. 

Бул макалада Вольтер-Стильтес тибиндеги эки өлчөмдүү интегро-дифференциалдык теңдемелер үчүн чексиз 
областтагы чектүү чыгарылыштар системалары боюнча маселелер каралат.  

Рассматривается векторно-матричное уравнение 

              
t

txtx sdxsusxtMxtuxtCxtuxtBxtuxtAxtuxtP
0

,,,),(,),(,),(,),(, 

      
x

ydytuyxtN
0

,,, 
 

         xtfsdydysuysxtK
t x

,,,,,
0 0
   , Gxt ),(   

 (1)   , : 0 , 0 ,G t x t x        t , x G  

с условиями       ,)(, ,2
, GCGLxtf n                   

 f   
   ,,0,0,0  xxu  
    ,0,00, ttu ,                            (*) 

где              yxtNysxtKsxtMxtCxtBxtAxtP ,,,,,,,,,,,,,,,,, - nn мерные 

самосопряженные заданные матричные функции,  xtf , - заданная и  xtu ,  -неизвестная n -

мерные вектор-  функции;   Gxt , . 
 )(),( xt   - строго возрастающие дифференцируемые n -мерные вектор-  функции 

соответственно в области   , : 0 , 0 ,G t x t x        тогда    xtuxtu tx ,,,
 
определяется 

следующим равенством  
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       xtuxtxtu xttx ,,  . 

Обозначим через  GC  - пространство всех непрерывных функций на 

   xtxtG 0,0/, . Через )(,2
, GL n
  обозначим пространство всех n -мерные 

вектор -  функции  xtu , удовлетворяющих условию 

   
 

0 0

2
)()(, xdtdxtu  . 

В дальнейшем нам понадобятся легко доказуемые следующие леммы: 
ЛЕММА 1. Пусть k – самосопряженная дифференцируемая матричная функция размера 

nn  и ),...,,( 21 n  , ),...,,( 21 nuuuu   – дифференцируемая вектор функция. Тогда   

справедливо соотношение 

( s )( s ) ( s )
1 1k , k , k ,
2 2 

       , где 



n

i iiuu
1

;,   

ЛЕММА 2. Для любых дифференцируемых ,K  имеющих смешанные производные, 
справедливо соотношение 

( ) ( z ) ( ) ( z ) ( ) ( z )( ) ( z ) ( z ) ( )
K K K K K ,             
         

где K – самосопряженная  матрица размера nn , а n  - мерный вектор. 
ЛЕММА 3. Для любых дифференцируемых ,K  имеющих смешанные производные, 

справедливо соотношение 

( s ) ( y ) ( s ) ( y )( s ) ( y ) ( y ) ( s )

1 1 1K , K , K , K ,
2 2 2      

          

( s ) ( y ) ( s ) ( y )
1 K , K ,
2         , 

где  К – самосопряженная  матрица размера nn , а ),( ys  - n – мерный вектор. 
 ТЕОРЕМА 3. Если выполняются условия: ( f  ), 
а) матричные функции                     ,,,,,,,,,, xxtAxtCtxtBxxtAtxxtP xxtxtx    

    txtB tt  ,
 

)(GC nn ,         0,,0,0,0,  xtBxtxtA xt  , 

             0,,
2

1
,

2

1
,    EtxtBxxtAxtC ttxx   при (t, x) С(G), 

         01,,0,   txxtPxtP tx  

б) матричные функции                sxtMsxtMsxtMsxtM stst ,,,,,,,,,,,   )( 1GC nn , 

      ,00,,,00,,  xtMxtM t  при   Gxt ,  и     ,0,, sxtM s       0,, sxtM st   при 

    ;0,0:,,,, 1  xtssxtGsxt  

в) матричные функции          yxtMyxtNyxtN yx ,,,,,,,,  ,      yxtN yx ,,  )( 2GC nn , 

  00,, xtN ,     00,, xtN x  при   Gxt ,  и     ,0,, yxtN y        0,, yxtN yx   при 

    ;0,0:,,,, 2  xytsxtGyxt  

г) матричные функции 
                 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ysxtKysxtKysxtKysxtKysxtK xtsy       , , , ,t sK t x s y   
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                 , , , , , , , , , , , ,t x x s x yK t x s y K t x s y K t x s y             , , , ,t x yK t x s y          , , , ,t x sK t x s y  

       , , ,x s yK t x s y   и         ysxtK ysxt ,,,  )( 3GC nn ,    0,0,, yxtK y  при   2,, Gyxt  , 

   00,,, sxtK s  при   1,, Gsxt  ,  , ,0,0 0,K t x     , ,0,0 0tK t x  , 

         , ,0,0 0, , ,0,0 0x t xK t x K t x   
 
при   Gxt , и      0,,, ysxtK ys  , 

       0,,, ysxtK yst  ,        0,,, ysxtK ysx  ,          0,,, ysxtK ysxt    при 

    ;0,0:,,,,,, 3  xytsysxtGysxt , 

д) для любых nRu ,          0,0,,,0,0,,2,0,,    xtNuxtKuuxtM xt  

при   Gxt , , то задача (1) – (*) имеет единственное решение в )()(,2
, GCGL n
n  .  

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Обе части системы (1) скалярно умножим на  xtu ,  и 

проинтегрируем по области   xytsysGtx  0,0:, . Тогда имеем  

                  ydsdysuysusyysP ys

t x

sy   ,,,,
0 0
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, , , , , , , , ,
t x t x s

C s y u s y u s y d s d y M s y u y u s y             

                 
0 0 0

, , , , ,
yt x

d d y d s N s y z u s z u s y d z d y d s            

             
0 0 0 0

, , , , , ,
yt x s

K s y z u z u s y d z d d y d s            
 

         
t x

sdydysuysf
0 0

,,, 
      

(2) 

На основании леммы 1 первое слагаемое левой части системы (2) преобразуется к 
следующему виду 

                         
t x t

yyy sdxsuxsuyxsAydsdysuysuyysA
0 0 0

,,,,
2

1
,,,,  

              
t x

yy sdydysuysuyysA
0 0

,,,,
2

1  .         (3) 

Аналогично для второго слагаемого получаем  

                         
t x x

sss ydytuytusytBsdydysuysusysB
0 0 0

,,,,
2

1
,,,,  

              
t x

ss sdydysuysusysB
0 0

,,,,
2

1  .            (4) 

Преобразуем четвертое слагаемое в левой части соотношения (2). Используя формулу 
интегрирования по частям и формулу Дирихле, получим 
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             
0 0 0 0 0 0

, , , , , , ,
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M s y u y u s y d d y d s M s y                  





   ,
s

u y d


  
 

 
 
        , ,d u s y d y d s          

0 0 0

, , 0 , ,
t x s

M s y u y d  
 

  
 

    

               
0 0 0

, , , , , ,
t x s s

u s y d y d s M s y u y d u s y 


     
 

     
 

           sdydd 

             









t tt

yddyudyuytM
0 00

,,,0,,
2

1 

              
t x s s

s dyudyuysM
0 0 0 0

,,,0,,
2

1 

                     
t tt x

dyddyudyuytMsdyd
 

  ,,,,,
2

1

0 0

                      
s st x s

s sdydddyudyuysM
 

  ,,,,,
2

1

0 0 0

.                (5) 

Аналогично получим для пятого слагаемого  

                 
0 0 0 0 0

1
, , , , , , , 0 , ,

2

yt x t x

N s y z u s z u s y d z d y d s N s x u s d            

     
0

,
x

u s d d s                
0 0 0 0

1
, ,0 , , ,

2

y yt x

yN s y u s d u s d           

           
0 0

1
, , , ,

2

t x x

z
z

d y d s N s x z u s d                ,
x

z

u s d d z d s       

             
0 0 0

1
, , , , ,

2

y y yt x

z y
z z

N s y z u s d u s d                   d z d y d s   .     (6) 

Для преобразования пятого слагаемого соотношения (2) используем лемму 2. Тогда, 
интегрируя по частям, имеем  

               
0 0 0 0 0 0 0 0

, , , , , , , , ,
y yt x s t x s

K s y z u z u s y d z d d y d s K s y z                  

                   
2

, , ,
ys

z

u d d d z d u s y d y d s
z 

          
  

 
       

 

                 
t x s y

sdydysudduysK
0 0 0 0

,,,0,0,, 

                 
0 0 0 0

, , , 0 , , ,
yt x s s

K s y u d d u s y d d y d s 


                 

                 
0 0 0 0

, , 0, , , ,
y yt x s

z
z

K s y z u d d u s y d z d y d s                 

                     sdyddzdysudduzysK
t x s y s y

z
z 


 










       ,,,,,,

0 0 0 0

.      (7) 
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Далее, используя лемму 3 и формулу Дирихле, из последнего соотношения получим 

                   
t x s y

xtKsdyddzdysuzuzysK
0 0 0 0

0,0,,
2

1
,,,,,, 

                       
t x t x t s x

s uxsKdduddu
0 0 0 0 0 0 0

,0,0,,
2

1
,,,  

                        
s x x t y

y dduytKsdddudd
0 0 0 0 0

,,0,0,,
2

1
,,  

                            
t y t x s y s y

ys udduysKydddu
0 0 0 0 0 0 0 0

,,,0,0,,
2

1
,  

                         
t x s y

sdyddsudyuysKsdyddd
0 0 0 0

,),,(0,0,, 

                     
t t x t x

dddudduxtK
0 0 0

,,,0,,,
2

1

 
 

                          
t s s x s x

s sddddudduxsK
0 0 0 0

,,,0,,,
2

1 
 



                          
t s t y t y

y dydddudduytK
0 0 0 0

,,,0,,,
2

1 
 



                     
0 0 0 0 0

1
, , , 0 , , ,

2

y yt x s s s

s yK s y u d d u d d d   
 

                       

   d y d s                     
t x s s y

sdydddsudyuysK
0 0 0 0

,,,0,,, 




                     
x t x

z

t x

z
z zdddudduzxtK

0 0 0

,,,,0,,
2

1 

                          
t x s x

z

s x

z
sz sdzdddudduzxsK

0 0 0 0

,,,,0,,
2

1 

                         
x y t y

z

t y

z
ys ydzdddudduzytK

0 0 00

,,,,0,,
2

1 

                         
t x y s y

z

s y

z
ysz ddudduzysK

0 0 0 00

,,,,0,,
2

1 

                      
t x y s y

z
z dysudyuzysKsdydzd

0 0 0 0

,,,,0,,  

                   
t x t x

z
z dduzxtKsdydzd

0 0

,,,,,
2

1


   

                    
t x y

yz

t x

z

zytKdzdddu
0 0 0

,,,
2

1
,  


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                     
t y

z

t y

z

dydzddduddu
 

 ,,,

                     
0 0 0

1
, , , , , ,

2

t x s s x s x

z s
z z

K s x z u d d u d d d   
 

                       

                     
0 0 0 0

, , , , , ,
y yt x s s

z
z

d z d s K s y z u y d u s d d z d  


                    

   d y d s                
0 0 0 0

1
, , , , ,

2

y yt x s s

s y
z

K s y z u d d   


             

     ,
ys

z

u d d


               d z d d y d s                 (8) 

Учитывая соотношения (3), (4), (5), (6), (7), (8), условия г) и формулу Дирихле, из (2) 
имеем  

                  ydsdysuysusyysP ys

t x

sy   ,,,,
0 0

                      






 

t x

ssyy sdydysuysusysByysAysC
0 0

,,,,,
2

1
,  

          
t

x sdxsuxsuxxsA
0

,,,,
2

1            
x

t ydytuytutytB
0

,,,,
2

1 

              
x t t

yddyudyuytM
0 0 0

,,0,,
2

1 

              
t x x

sddsudsuxsN
0 0 0

,,,0,,
2

1 

                 
t x x

z

x

z
z sdzddsudsuzxsN

0 0

,,,,,
2

1 

                 
t x tt

dyddyudyuytM
0 0

,,,,,
2

1


 

            





t x st

s dyudyuysM
0 0 00

,,,0,,
2

1 

           
s y

dsudyuysK
0 0

,,,0,0,,2 

                        












t x s y

s

y y

y ysM
y

sdyddsudsuysN
0 0 0 00 0

,,
1

2

1
,,,0,,  

                         
s s s y

z
z dsudyuzysKdyudyu

  
  ,,,,,,2,,,

                     1
, , , , ,

y y

z y
z z

N s y z u s d u s d d z d d y d s
s             

   


 
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             
0 0 0 0

1
, ,0,0 , , ,

2

t x t x

K t x u d d u d d                

         
0 0 0

1
, ,0,0 ,

2

t s x

sK s x u d d                   
s x

sdddu
0 0

,, 

                 
0 0 0 0 0

1
. ,0,0 , , ,

2

yx t s x

yK t y u d d u d d d s                   

         
t y

ydddu
0 0

,, 

                          sdydddudduysK
s y s yt

ys

x


0 0 0 00 0

,,,0,0,,
2

1

                          
t x t x

z

t x

z
z dzdddudduzxtK

0 0

,,,,,,
2

1

 
 

                   
0 0 0

1
, , , , , ,

2

y y yt x t t

z y
z z

K t y z u d d u d d   
 

                     

                   
0 0 0

1
, , , , ,

2

t x s s x

z s
z

d z d y d K s x z u d d   


                

                     
0 0 0 0

1
, , , ,

2

ys x t x s

z s y
z

u d d d d z d s K s y z    


                  

           , , ,
y ys s

z z

u d d u d d
 

                       d z d d y d s     
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В силу условий а), б), в), г) и д), из (9) имеем  
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с учетом этого из (10) имеем 
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1
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2
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Отсюда в силу условия а) и  f   имеем  

               ydsdysuysPsy
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,     
t x

sdydysf
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2
),(

1 


 

Из последнего неравенства, переходя к пределу при t  и x  получим 

               2, 2,

2 2

( ) ( )
0 0 0 0

1 1
, , , ,n nL G L G

u t x u s y d y d s f s y d y d s f t x


   
 

 

     
. 

Таким образом, теорема  доказана. 
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