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В этой работе на основе понятия производной по возрастающей функции и методом преобразований уравнений 

установлены достаточные условия принадлежности производной решения линейного интегро-дифференциального 

уравнения второго порядка Вольтерра-Стильтьеса  к пространству  ).,[ 0,
2 tL gn  

Ключевые слова: производная по возрастающей функции, интегро-дифференциальное уравнения второго порядка 
типа Вольтерра-Стильтьеса, полуось . 

 
In this paper, based on the notion of derivative of an increasing function and the method of 
transformation equations established sufficient conditions for the solutions of linear integro-differential equations of second 

order Volterra-Stieltjes in space ).,[ 0,
2 tL gn  

 
                         

Рассмотрим линейное интегро-дифференциальное уравнения второго порядка типа Вольтерра-Стильтьеса 
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где интеграл является интегралом Стильтьеса,          tbèta,tf,,tK  заданные  при 0tt   и 0tt   

непрерывные функции,  tg заданная возрастающая   непрерывная функция при  0tt   и   00 tg ,   

  tx искомая функция. 

Здесь    tx,tx    определяются следующими равенствами  
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Все фигурирующие функции являются непрерывными и соотношения имеют место при 0tt    и  

0tt   

Вопрос ограниченности и принадлежности к пространству  ,tL 0
2

 
решения для интегро-

дифференциальных уравнений  типа Вольтерра методом преобразования уравнений исследованы в работе [1-7].  

Вопрос ограниченности и принадлежности к пространству  ,tLg 0
2

  
решений линейного интегро-

дифференциального уравнения первого порядка Вольтерра-Стильтьеса, методом преобразования уравнений 
исследованы в работе [10].  

Введем обозначения:    ,tC 0 пространство непрерывных и ограниченных функций на   ,0 ,   

  GC пространство  непрерывных функций  на }tt:),t{(G  0                                                                                                         

Ниже приведем определение и теорему  9 , которые будем использовать в данной работе. Пусть функции 

 xf  и  õg  определены на интервале  b,a . Будем предполагать, что функция  õg  - строго возрастающая 
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непрерывная функция всюду на интервале   b,a . Возьмем точку  b,ax . Зададим х  приращение   0 x   

тогда функции  xf  и  õg  получат приращения      xfxxfxf   и      xgxxgxg   

Определение. Производной по  õg  функции  xf  в точке  b,ax  называется предел отношения 

приращения  функции  xf  к приращению функции  õg  при стремлении приращения аргумента x к нулю 

(если этот предел существует):   
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ЗАДАЧА. В данной работе рассматривается и исследуется методом преобразований уравнений,  

достаточные условия принадлежности решения к пространству  ,tLg 0
2

 
линейного интегро-

дифференциального уравнения второго порядка (1) типа Вольтерра-Стильтьеса, где ),t(L)t(x g  0
2  тогда и 

только тогда, когда 
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ТЕОРЕМА 2. Пусть для линейного интегро-дифференциального уравнения второго порядка  (1) 
выполняются следующие условия 
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Доказательство. Подставляя  значения    tx,tx   в уравнение (1) имеем  
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Далее применяя метод преобразования уравнений рассмотренных в работе [1] и  умножая уравнения  (1)  

на  tx  и затем интегрируем  от  0t   до t  получаем: 
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Для вычисления двух первых интегралов в левой части соотношения  3  применяем метод интегрирования 

по частям и получим: 
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Подставляя последние полученные соотношения в (3), вычесляем значение суммы трех первых интегралов  
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Подставляя (4) в соотношение (3) получим 
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Для вычисления двойного интеграла в  последнем соотношении, применим следующие равенства, которые 

рассмотрены в работе  8  для операторных уравнений Вольтерра: 
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Из последного тождества следует, что 
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Из теоремы 1 следует 

(7)),(x),s(z )(g    

 

 8).s(x),s(z )s(g   

 
                       G,s,,sz,s'z,sK,sz,s'K,sz,sz,sK

sg
. sgsg 




22 2  

 
Из последнего тождество следует, что 
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где      ,sK g производная по возрастающей функции    9g ,  
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Применяя формулы (5),  6 ,  7 ,(8) и  9  и проинтегрировав методом по частям имеем 
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Отсюда  для последнего двойного интеграла имеем    
 

                

                   )(sdgdg,sz,s''Kdg,tz,tK

sdg)t,s(zt,sKt,tzt,tKsdgdgsxx),s(K

t

t

s

t

sgg

t

t

g

t

t

sg

t

t

s

t

10
2

1

2

1

2

1

2

1

2

0 0

2

0

0
2

0

0

0
2

0

0 0





 

 



 

 
В силу условий теоремы 1) 2) и 3)  из  (4) соотношения имеем 
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Далее применяя неравенство Коши-Буняковского для интегралов 
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из (11) получаем  
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где  произвольное число из  ,0 . 

 
Теорема 2 доказана.  
 
Пример. Рассмотрим линейное интегро-дифференциальное уравнения второго порядка типа Вольтерра-

Стильтьеса  (1) при 
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т.е.  следующую линейное интегро-диффернциальное  уравнения второго порядка типа Вольтерра-

Стильтьеса   
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 Проверим выполнение условий теоремы 2: 
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Из этого следует что, выполняется все условие теоремы 2. 
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