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REGULARIZATION OF THE SYSTEMS LINEAR INTEGRAL EQUATIONS OF THE 
FIRST KIND WITH TWO INDEPENDENT VARIABLES IN UNLIMITED AREAS 

УДК 517.968 

В настоящей статье   доказана теорема о регуляризация решений систем линейных  интегральных уравнений первого 
рода с двумя независимыми  переменными в неограниченных областях. 

In the present article the theorem about regularization of decisions of systems of the linear integrated equations of the first sort 
with two independent variables in unlimited areas is proved. 

 
Рассмотрим систему уравнений 
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Предполагается, что        sxtNsxtMyxtByxtA ,,,,,,,,,,, – являются непрерывные  nn – мерные 
матричные функции, определенные соответственно в области 
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 xtf , -известная,  xtu , -неизвестная
 
n -мерные вектор-функции Основополагающие результаты для 

интегральных уравнений Фредгольма первого рода получены в [1,2], где для решения линейных интегральных 
уравнений Фредгольма первого рода построены регуляризирующие операторы по М.М. Лаврентьеву.  
Рассмотрена единственность, и устойчивость решений для одного класса интегральных уравнений Фредгольма 
первого рода с двумя независимыми переменными рассмотрена в [3].  

Введем следующие обозначения: 

1) Совокупность всех матриц, действующих в 
nR  обозначим  М, < . , . > - скалярное произведение в nR , 

иА , - нормы соответственно nn - мерной матрицы МaА ij  )( и n - мерного вектора u , т.е. для 

любых  ,...,,, 21 nuuuu     n
n R  ...,,, 21  

,..., 2211 nnuuuu    



 
 
 
 

45 
 

 

НАУКА И НОВЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, № 9, 2012 
 

  ;,,

2/1

1 1

2











 

 

n

i

n

j
ijaAuuu  

  2) )(,2 GL n  - пространство n – мерных векторов с элементами из )(2 GL , 
2L

 -норма в )(,2 GL n  - т.е. 

для любого   )(, ,2 GLxtu n  

     ;,,
2

1
2

0

2 












  



dxdtxtuxtu
t

b

a
L  

3)   MGL ;2
2  - пространство nn  - мерных матриц с элементами  из )( 2

2 GL ,  

2L
 -норма в   MGL ;2

2   - т.е. для любого     MGLysxtA ;,,, 2
2  

     .,,,,,,
2

1

2

0 0

2 












    

 

dydxdsdtysxtAysxtA
t t

b

a

b

a
L

 

Предполагается, что ядро    2
2,,, GLysxtC   и       2,,,,,,,,,, GysxtxtysCysxtC  

, 

где С* – сопряженная матрица к  матрице С.  Тогда матричное ядро   ysxtC ,,,   разлагается в ряд в смысле 

сходимости в норме пространстве  :2
,2 GL n  
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где 
          xtxt ii ,,    - ортонормированная последовательность собственных вектор - функций 

из  2
,2 GL n ,  i - последовательность соответствующих ненулевых собственных значений интегрального 

оператора С, порожденного матричным ядром  ysxtC ,,, , причем элементы  i  расположены в порядке 

убывания их модулей т.е. 

 ...21   .             

Обозначим 

     ,,,,,,, * yzsBzysAzysP   

     .,,,,,, * syNysMysQ                                                   (5)  

где
 

   syNyzsB ,,,,, **  – соответственно сопряженные матрицы к матрице 

   syNyzsB ,,,,,  .  

Потребуем выполнения следующих условий: 

1) Матрица         ,,lim,,,,,,lim,,, 0 ytQzbsPtytQabsP
t

z
t 

– неотрицательны 

соответственно при всех значениях    ,,,,0 bayts      ,,,, Gyzs   
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2) Матрицы         ,,,,,,,,,,, 0 ysQzysPtysQaysP ssysy - неположительные  

при всех значениях соответственно       ,,,,,,,, 42 GysGzysGys    

               ;,,,,,,,,,,, 310 GCysQGCzysPGCtysQGCaysP szysy    

3) Все собственные значения  , матричного ядра  ysxtC ,,, - положительны.      

В силу вполне непрерывности и самосопряженности оператора С, порожденного матричным ядром 

 ysxtC ,,, , ортонормированная последовательность собственных вектор – функций 

        xtxt i ,,    - полна в  GL n,2 .  

 Семейство множеств корректности, зависящее от параметра α,  выделим следующим образом:  

      ,:,
1

2

,2








 









  cuGLxtuM n где  ,0,0  c  

    



0

.,...,2,1,),(),,( )(

t

b

a

dxdtxtxtuu  
                                          (5) 

Обе части системы (1) скалярно умножим на  xtu ,  и интегрируем по области G. Далее используя 

формулы Дирихле и учитывая (4) имеем  
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Отсюда вытекает единственность решений системы (1) в пространстве  GL n,2 .
  

Пусть    MKxtf , , где оператор К определено по формуле (1).  

Тогда система (1) имеет решение   Mxtu ,  и из последнего равенства, имеем 
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Отсюда, используя неравенства Гельдера, имеем  
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С другой стороны 
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Здесь мы применили неравенство Гёльдера при  .1,
1








 qp  

Пусть   Mxtu , . Тогда учитывая (6) из неравенства (7) имеем 
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Отсюда получим следующую оценку устойчивости: 
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22 LL
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Таким образом, доказана теорема 

Теорема 1. Пусть выполняются условия 1)-3),    GLMK n,2 - образ M  при отображении К. Тогда 

решение системы (1) единственно в  GL n,2  и на множестве   MK  оператор К-1 , обратный к К, равномерно 

непрерывен с гёльдеровым показателем 




2
, т.е. справедлива оценка (8). 

Покажем, что решение системы уравнений 
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где 0  - малый параметр будет регуляризирующим для системы уравнений (1) на множестве M . 

 В самом деле, сделав следующую подстановку в системе (9) 

     ,,,,,,  xtxtuxt   

где   Mxtu ,  - решение системы (1), получим 
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Отсюда обе части системы (10) умножив на    ,, xt скалярно, и интегрируя по области G, и  учитывая  

(4) и (5), имеем 
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где   - коэффициенты Фурье для функции   ,, xt , по ортонормированной системе 
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Применяя неравенство Гельдера при ,2 qp  из (11) получим 
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С другой стороны  
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Отсюда, после применения к правой части обобщенного неравенства Гельдера при 
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Далее, в силу   Mxtu , , (12) и (13), из последнего неравенства имеем 
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Отсюда, подставляя  
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Учитывая (14), из (11) имеем 
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Таким образом, теорема доказана. 

   Теорема 2. Пусть выполняются условия 1)-3) и    MKxtf , . Тогда справедлива оценка (15), 

где    ,, xt - решение системы (9). 
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