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При помощи u  - ультрафильтров описывается строение Самуэловских бикомпактных 
расширений. 

By means of u  - ultrafilters has been the construction Samuel bicompact extensions. 
 

Введение 
 В работах [9], [10] дано прямое построение Самуэловских бикомпактных расширений ([1]) при 
помощи u  - ультрафильтров. Эти построения производились при помощи операторов «продолжения» 
открытых множеств, аналогичных операторам П.С.Александрова ([4]), Н.А. Шанина ([5]) и 
Ю.И.Смирнова ([2]). 
 В данной работе при помощи u  - ультрафильтров описываются фильтры окрестностей точек 
Самуэловских бикомпактных расширений. 
 

1. Необходимые сведения. 
 Ниже мы воспроизведем нужные нам в дальнейшем свойства равномерно открытых (равномерно 
конуль) равномерно замкнутых (равномерно нуль) - множеств, введенных М.Г. Хараламбусом ([7-9]). 

Каждое равномерное пространство обозначим как uX , где u -равномерность на тихоновском 

пространстве X , заданная при помощи равномерных покрытий. Через  C uX  обозначается множество 

всех равномерно непрерывных ограниченных функций на равномерном пространстве uX . Для 

метрического пространства  ,M d  через du  обозначается метрическая равномерность пространства 

M  соответственно. Через pu u  обозначается сильнейшая предкомпактная равномерность, 

содержащаяся в u  и порождающая исходную топологию на X .  

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.1 ([7-9]). Подмножество F X  равномерного пространства uX  называется 

равномерно замкнутым, если существует такое равномерно непрерывное отображение : dXf u u M , 

что  1F f N , где N M  замкнутое подмножество равномерного пространства 
du M .  

Дополнение до равномерно замкнутого множества называется равномерно открытым. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.2 ([7-9]). Подмножество F X  равномерного пространства uX  называется 

равномерно нуль – множеством, если  1 0F f   для некоторой функции  f C uX . 

Дополнение до равномерно нуль - множества называется равномерно конуль - множеством. 

Другими словами подмножество U X  равномерного пространства uX  является равномерно конуль – 

множеством, если    для некоторой функции  f C uX . 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1.3 ([7-9]). Подмножество  F X U X   равномерно замкнуто 

(равномерно открыто) тогда и только тогда, когда оно является равномерно нуль (конуль) – 
множеством. 

Через     uX uXZ L  обозначим семейство всех равномерно нуль (конуль) - множеств. 

ТЕОРЕМА 1.4 ([7-9]). Для равномерного пространства uX  семейство     uX uXZ L  всех 

равномерно нуль (конуль) – множеств образует базу замкнутых (открытых) множеств. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.5 ([7-9]). Функция  0;1:f uX I   называется uC
-функцией, если 

 1f U
 является равномерно конуль – множеством для любого открытого множества U I , или, что 
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эквивалентно,  1f F
 является равномерно нуль – множеством для любого замкнутого множества 

F I , т.е.    1f F uX Z  и    1f U uX L .  

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1.6 ([7], Лемма 3). Пусть  1 2,F F uXZ  и 1 2F F  . Тогда существует 

такая uC
- функция :f uX I , что

1
1 (0)F f   и  1

2 1F f  . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как  1 2,F F uXZ , что существуют такие равномерно непрерывные 

функции :ig uX I , что 
1

1 1 (0)F g   и 
1

2 2 (0)F g  . По условию 1 2F F  , следовательно 

1 2 0g g  . Положим  1 1 2f g g g  ,         1 1 2f x g x g x g x  . Тогда имеем функцию 

:f uX I , которая, в общем случае, не является равномерно непрерывной. Имеем 
1

1 (0)F f   и 

 1
2 1F f   и для любых 0 , 1a b   имеем:  

 

 
где p I�  множество всех рациональных чисел интервала  0;1 . Согласно предложению 1.6., 

  1 0; af 
 и   1 ,1bf 

 - равномерно конуль – множества, т.е.     1 0, af uX LД  и 

    1 ,1bf uX L . Любое открытое множество U I  интервала I  является счетным 

объединением конечных пересечений множеств вида  0, a  и  ,1b , поэтому  1f U
 открыто в X  и 

следовательно f - является u - функцией. 

 
2.Основные результаты 

Напомним определения u -отделимости, u -вложенности, u -окрестности, u -системы ([9], 
[10]). 

 ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2.1 ([9], [10]).Подмножества ,A B X  равномерного пространства uX  

называется u -отделенными, если существует такая uC
-функция  : 0,1f IuX   , что  ( ) 0f A   

и  ( ) 1f B  . Если A  u -отделено от \X B , тогда B  называется u -окрестностью A . 

 ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2.2 ([9], [10]). Пусть ,A B X  подмножества. Множество A  называется u -

вложенным в множество B , если A  u -отделено от \X B , т.е. существует такая uC
-функция 

:f IuX  , что  ( ) 0f A   и  ( \ ) 1f X B  . 

 ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2.3 ([9], [10]). Семейство   подмножеств равномерного пространства uX  

называется u -системой, если для любого K   существует B   такое, что B  u -вложено в K , 

другими словами каждое K   является u -окрестностью некоторого B  . 

 ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2.4. Центрированная система открытых множеств, являющаяся  u -системой, 
называется u -центрированной системой.  

 ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2.5. u -центрированная система равномерного пространства uX , не 
являющаяся подсистемой никакой отличной от нее u -центрированной системы называется u -
ультрафильтром. 
 Из принципа максимальности Куратовского – Цорна ([3]), вытекает следующее 
 ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2.6. Всякая u -центрированная система содержится по крайней мере в одном 
u -ультрафильтре. 

 ТЕОРЕМА 2.7. Семейство x -всех окрестностей точки x X  равномерного пространства 

uX  является u -ультрафильтром.  

 ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно показать, что для любой открытой окрестности xO  точки 

x X  найдется такая окрестность xU  этой же точки, что xU  u -отделена от xO . В силу тихоновости 

равномерного пространства uX , существует такая равномерно непрерывная функция :f IuX  , что 
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( ) 0f x   и ( \ ) 1xf X O   ([8]). Тогда функция :g IuX   определенная как ( ) ( )g x f x , если 

( ) 1, ( ) 0f x g x  , если 
1

( )
2

f x   и 
1

( ) 2 ( )
2

g x f x
 

  
 

, если 
1

( ) 1
2

f x   равномерно 

непрерывна и окрестность 
1

: ( )
2

xU x X f x
 

   
 

 искомая. Имеем  

1
: ( )

2
x x xx U U x X f x O

 
      

 
, ( ) 0xg U   и ( \ ) 1xg X O  . Так как всякая равномерно 

непрерывная ограниченная функция является uC
-функцией ([7-9]) окрестность xU  u -вложена в xO . 

 ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2.8. Семейство Z  всех открытых u  - окрестностей множества Z X  в 

равномерном пространстве uX  является u  - системой на uX . 

 ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть zU  , т.е. U  является произвольной открытой u -окрестностью 

множества Z X . Пусть :f IuX   такая uC
-функция, что ( ) 0f   , и ( \ ) 1f X U  . Положим 

1
1

1
0;

3
U f    

    
 и 

1
2

2
;1

3
U f    

    
. Тогда 1 2 1 2, , \U U Z U X U U     и, в силу 

непрерывности всякой nC
 - функции ([6-8]) имеем 

1
1

1
0;

3
U f    

     
 и 

1
2

2
;1

3
U f    

     
. Ясно, что 

1 2,U U  - равномерно замкнуты и 1 2U U  . Имеем следующее включение 

2 2 1 1\ \ \ \X U U U X U X U X Z     . По предложению 1.6 существует такая nC
 - функция 

: uX I  , что    2 1g U   и    1 0g U  . Тогда тем более    \ 1g X U   и    1 0g U  , 

следовательно, U  является u  - окрестностью 1U . Это доказывает то, что    - является u  - системой. 

 ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2.9. Пусть  Z uXZ  и Z   . Тогда множество   всех u  - 

окрестностей множества Z  непусто, т.е. Z   . 

 ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Действительно такая функция :f uX I , что ( ) 0f x   для всех 

x X  равномерно непрерывна, и следовательно, является uC
 - функцией и ( ) 0f Z  , где 

 Z uXZ  и ( \ ) ( ) 1f X X f   , т.е. множество Z  u  - вложено в X , т.е. X  . 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2.10. Пусть uz s X  - произвольная точка,  :z U X U    открыто в 

Xsu  и z U . Тогда семейство z  является u -центрированной на uX .  

 ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Бикомпакт Xsu  является тихоновским пространством, поэтому 

множество z  всех открытых окрестностей точки uz s X  составляет u  - ультрафильтр (теорема 2.7). 

Легко показать, что z z X    и семейство z  составляет u   - центрированную систему. 

 ТЕОРЕМА 2.11. Пусть   - u  - система на uX . Тогда для каждого U   найдется такое 

V , что      XsXs uu
UXV \ . 

 ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как   - u  - система, что для любого U  найдется V  такое, 

что U  является u  - окрестностью V , т.е. существует такая 

uC  - функция IuXf : , что 

   1Vf  и    0\ UXf . Тогда     UXfVf \0,1 11  
 и    1,0 11  ff  - 

равномерно нуль - множества, т.е.    1
1 0Z f uX Z ,    1

2 1Z f uX Z  и  21 ZZ . 

Для 1Z  и 2Z  существуют такие равномерно непрерывные ограниченные функции  uXCgg 21 , , 
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что   1
1 0 Zg 

 и   2
1

2 0 Zg 
. Функция  

 
   xgxg

xg
x

21

1


  для любого Xx  является 


uC  - 

функцией IuX :  и    1:0 1
2

1
1

   ZZ  (предложение 1.6). Определим функцию 

IXsu :~  как  
 

   
1

1 2

u

u u

s g z
z

s g z s g z
 


 , для любых uz s X , где IXsgs uu :1  и 

IXsgs uu :2  - Самуэловские продолжения функций 1g  и 2g , соответственно. Функция ~  - 

равномерно непрерывна, следовательно, является 

uC  - функций и       1~0~ 11  . Но выполнено 

   0~ 1
1

 
Xsu

Z  и    1~ 1
2

 Z . Тогда     
XsXs uu

ZZ 21 , следовательно 

     XsXs uu
UXV \ , т.к.    

XsXs uu
ZV 1  и    

XsXs uu
ZUX 2\  . 

 ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2.12. Пусть uz s X  - произвольная точка,  :z U X U    открыто в 

Xsu  и z U . Тогда z  - u  - ультрафильтр на uX . 

 ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу теоремы 1, достаточно показать максимальность z . Пусть 

существует u  - центрированная система  , строго содержащая z , т.е. z  . Пусть \ zU    и 

V  таково, что U  - u  -окрестность V , т.е. существует 

uC  - функция IuXf :  такая, что 

 0)( Vf  и    1\ UXf . Ясно, что любая окрестность точки z  пересекается с UX \ , иначе 

выполняется zU  , что противоречит тому, что \ zU   . Тогда точка uz s X  является точкой 

прикосновения для UX \  в Xsu , т.е.  \
us X

z X U . Но, в силу теоремы 2.11, выполняется 

     XsXs uu
UXV \ , следовательно  

us X
z V . Тогда   XsuZ u

VXsO \  - открытая 

окрестность точки uz s X , и поэтому ZZ XO  . Но, очевидно    VXOZ . Это 

противоречить тому, что   - u  - центрировано. 

 ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2.13. Пусть   - произвольный u  - ультрафильтр на uX . Тогда z   для 

некоторой точки uz s X , причем     :
us X

z U U   . 

 ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Система     UU Xsu
:  является центрированной системой 

замкнутых множеств в бикомпакте Xsu , следовательно  , т.е.     ФUU Xsu
: . 

Пусть z Ô . Тогда, по теореме 3, z  - u  - ультрафильтр на uX , следовательно z z     и 

z z    . Так как   - также u  - ультрафильтр, то имеем z z      . 

 ТЕОРЕМА 2.14. Подмножества ,A B X  u  - отделимы тогда и только тогда, когда 

     XsXs uu
BA . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть XBA ,  u  - отделимы, т.е. существует 

uC  - функция 

IuXf :  такая, что        1,0  BfAf . Тогда    1,0 1
2

1
0

  fZfZ  равномерно нуль - 

множества, т.е.  0 1,Z Z uXZ , 10 , ZBZA   и  10 ZZ . Для 1Z , 2Z  существуют такие 

равномерно непрерывные ограниченные функции  uXCgg 21 , , что     2
1

21
1

1 0,0 ZgZg  
. 

Функция  
 

   xgxg

xg
x

21

1


  для любого Xx  является 


uC  - функцией, IuX :  и 

 01
1

 Z  и  11
2

 Z . Определим функцию IuX :~  как  
 

   zgszgs

zgs
z

uu

u

21

1~


  для 

всех uz s X , где IXsgs uu :1  и IXsgs uu :2  - Самуэловские продолжения функций 1g  и 
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2g , соответственно. Функция ~  - равномерно непрерывна и       1~0~ 11  . Имеем, включения 

   0~ 1
1

 
Xsu

Z  и    1~ 1
2

 Z . Тогда     
XsXs

uu
ZZ 21 , следовательно 

     XsXs uu
BA , т.к.    

XsXs uu
ZA 1  и    

XsXs uu
ZB 2 . 

Обратно, если      XsXs uu
BA . Тогда, в силу нормальности Xsu  и по Большой лемме 

Урысона, существует непрерывная на бикомпакте Xsu , и следовательно равномерно непрерывная, 

функция IuXf :  такая, что     0Xsu
Af ,     1Xsu

Bf . Тогда функция IuXfg X  :|  

также равномерно непрерывна и    0Ag ,    1Bg , т.е. A  и B  u  - отделимы. 

ТЕОРЕМА 2.15. (Характеристика Самуэловских бикомпактных расширений). Пусть Xbu  

такое бикомпактное расширение равномерного пространства uX , что равномерность Xbu  

индуцирует на X  равномерность pu u . Бикомпакт Xbu  равномерно гомеоморфен Xsu  тогда и 

только тогда, когда для любых u  - отделимых подмножеств A  и B  из X  выполняется 

     XbXb uu
BA . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть Xbu  и Xsu  - равномерно гомеоморфны и      XsXs uu
BA  

выполнено для некоторых BA,  из X . Тогда согласно теореме 5 и задаче 10, гл. IV ([3]) выполнено 

выражение      XbXb uu
BA .  

Обратно, если      XbXb uu
BA  выполнено для некоторых A  и B  из X , то в силу 

нормальности бикомпакта Xbu  и по Большой лемме Урысона существует непрерывная функция 

IXbf u :  такая, что     0Xbu
Af ,     1Xbu

Bf . В силу бикомпактности Xbu , функция 

IXbf u :  является равномерно непрерывной, следовательно функция IuXfg X  :|  также 

равномерно непрерывна и    0Ag ,    1Bg , т.е A  u  - отделимо от B  в X . Тогда согласно 

теореме 2.14 имеем      XbXb uu
BA  и Xbu  гомеоморфно Xsu  (задача 10, гл. IV ([3])). Функция 

| :Xy f uX I   равномерно непрерывна т.к. равномерно непрерывна функция | :X pg f u X I  , 

pu u  предкомпактная равномерность в U , индуцированная равномерностью бикомпакта Xbu  на 

X . 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2.16. Пусть XU   открытое множество и U
~

 наибольшее открытое 

множество в Xsu  такое, что UXU 
~

. Тогда   Xsu u
UXXsU \\

~
 . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть XsV u  - открыто и UVX  . Тогда 

       XsXsXs uuu
VXVXXUX \\\   и     VXsVXsVX uXsuXs uu

\\\  , т.е. 

  VXsUX uXsu
\\   или   UUXXsV Xsu u

~
\\  . 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2.17. Пусть XU   - открытое множество. Тогда произвольный u  - 

ультрафильтр   на uX  содержит U  тогда и только тогда когда Z   для некоторого z U  . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу теоремы 4 имеем, z  , где     :
us X

z V U    . 

Покажем, что z U  , где   Xsu u
UXXsU \\

~
  по теореме 2.11. Предположим, что z U  , тогда 

 \
us X

z X U . Из U  и того, что   - u  - ультрафильтр следует, по теореме 2, 

     XsXs uu
UXV \  для некоторого V  . Так как  \

us X
z X U , тогда каждая окрестность 

точки z  пересекается с UX \ . Тогда    \ \
u u

z u s X s X
O s X V X U   открытая окрестность точки z  
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и zO X   . Тогда  zO X V   , что противоречит тому, что   - u  - ультрафильтр. Итак, 

z U   и z  . 

Обратное, очевидно т.к. если z U  , тогда по теореме 3, zU U Õ     и z  . 

ТЕОРЕМА 2.18. Пусть Xbu  - такое бикомпактное расширение равномерного пространства 

uX  что равномерность Xbu  индуцирует на X  равномерность pu u , и для каждого uz b X  

семейство z  - является u  - ультрафильтром на uX . Тогда Xbu  является Самуэловским 

бикомпактным расширением Xsu . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предположим противное, т.е. по теоремам 5,6, существуют замкнутые u  - 

отделимые подмножества XQP ,  такие, что      XbXb uu
QP . Обозначим через Q  и P  - 

множество все u  - окрестностей множеств Q  и P , соответственно. Согласно предложениям 2.8 и 2.9 

P  и Q  образуют  

u -центрированные системы. Тогда QPX \  и PQX \ . Зафиксируем    
u ub X b X

z P Q  . Так 

как P  - u  - центрированная система и каждый элемент z  пересекается с каждым элементом P , то 

z P   - u  - центрированное семейство. Так как z  - u  - ультрафильтр z P z    , следовательно 

P z  . Аналогично, Q z  . Тогда P Q z    . Но u  - отделимые множества имеют 

непересекающиеся u  - окрестности ([7]), поэтому некоторый элемент из P  не пересекается с 

некоторым элементом из Q , а это противоречит тому, что z  - u  - ультрафильтр.  
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