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Шаназаров Д.Г. 

К ВОПРОСУ ИССЛЕДОВАНИЯ АБСОЛЮТНОЙ УСТОЙЧИВОСТИ 
РЕГУЛИРУЕМЫХ СИСТЕМ В ПРОСТОМ КРИТИЧЕСКОМ СЛУЧАЕ 

УДК: : 535.39 

На основе оценок несобственных интегралов вдоль решения исходной системы получены критерии абсолютной 
устойчивости положения равновесия регулируемых систем в простом критическом случае. Особенностью 
представленного критерия является отсутствие каких-либо функций Ляпунова либо частотных характеристик. 

The criterion of absolute stability of the equilibrium position of the regular systems in the simple critical case has been 
developed on the base of estimation of improper integrals. The difference between wide known criterions and proposed criterion is in 
the absence of Lyapunov functions and frequency characteristics. 

Постановка задачи. Уравнения движения системы имеют вид  

)(BAxx  , )(
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
dt

d
,  EDx  , 0)0( xx  , 0)0(   ,   ,0It ,               (1) 

где A , B , D , E  - постоянные матрицы порядков nn , 1n , n1 , 11 , соответственно, матрица А - 

гурвицева, т.е. njA,njA jj ,1   ),(   ,1   ,0)(Re    - собственные значения матрицы А. 

Полагаем, что 
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0   RRRC (2) 

Положение равновесия системы (1), (2) определяется из решения алгебраических уравнений 

0)( **  BAx , 0)( *  , 0***   EDx . Так как матрица A - гурвицева, 0)0(  , то в 

случае, когда Е неособая матрица, система (1) имеет единственное положение равновесия ( 0,0 **  x ), 

где 0*  . 

Говорят, что положение равновесия 0,0 **  x  системы (1), (2) абсолютно устойчиво, если 
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, 00   , 00    - гурвицевы и для всех 0)(   решение 

дифференциального уравнения (1) обладает свойством  0),,,0;(lim 00 


xtx
t

, 0),,,0;(lim 00 


 xt
t

, 

0x , 0 . 

Критерием абсолютной устойчивости для системы (1), (2) называются алгебраические или другие 

соотношения, связывающие матрицы  0,,,, EDBA , при выполнении которых тривиальное решение 

0,0 **  x  абсолютно устойчиво. 

Ставятся следующая задача: Найти новый критерий абсолютной устойчивости положения равновесия  
системы (1), (2), из которого следуют известные критерии абсолютной устойчивости. 

Данная работа является продолжением научных исследований, приведенных в [1-3]. 
Неособое преобразование. Характеристический полином матрицы A имеет вид 
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Лемма 1.  Пусть вектор-строка   порядка n1  такой, что 

0B , 0AB , 02 BA , …, 02  BAn , 01  BAn ,         (3) 
и пусть, кроме того, ранг матрицы 

*1**** ,...,,   nAAR         (4) 

равен n , где (*) - знак транспонирования. Тогда: 
1) уравнение движения системы (1) может быть представлено в следующем виде 

21 yy  , 32 yy  , …, nn yy 1
 , 

1
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12110 )(... 
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n

nnn yBAyayayay  ,        (5) 

222211 ...  nnnn yyyy  , 2ny ,        (6) 
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где xy 1 , Axy 2 , …, xAy n
n

1  , nn yyyDx   ...2211 , En 2 ; 

2) вдоль решения системы (1), (2) верны тождества 

)()(...)()())(( 112211 tytytytyt nnnn   , It  ,       (7) 

)()(...)()()( 112211 tytytytyt nnnn   , It  ,       (8) 

где )()(  RCxt  , DAC  , EDBR  , nn yyyCx 12110 ...   ,  

      0
1

1 a  , 1
1

2 a  , …, 1
1


 nn a , 

1
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
   n , BAn 1  , 

        101  EDB  ,   212  EDB  ,…,  

  nnn EDB   1 ,   1
1


   EDBn ; 

3) если 01  xy  ,…, 01   xAy n
n  , то 0x . 

Доказательство. Если выполнено условие (3), то Axx   . Следовательно, 21 yAxxy   . Далее, 

3
2 yxAxAx    ,…, 1 nn yy . Так как nrangR  , то векторы  , A ,…,

1nA  линейно 

независимы. Тогда имеет место единственное представление 
1

21 ...  n
n AAD  . Отсюда 

следует  Eyyy nn  ...2211 , где 2 nE  , 2 ny . 

Из тождества ))(()(...)()()( 121101 ttyatyatyaty nnn   , It   следует равенство (7). 

Так как )( BCx  , 
1

110 ... 
 n

n AAC  , то )(t , It   определяется по формуле (8). 

Итак, вдоль решения системы (1), (2) верны тождества (5)-(8) при выполнении условий (3), (4). Утверждение 3) 

непосредственно следует из управляемости пары  ** ,A . 

Лемма 1 доказана.  

Лемма 2. Пусть выполнены условия леммы 1 и, пусть, кроме того, матрица A  гурвицева, функция 

0)(  . Тогда 

1) верны оценки 

0)( ctx  , 1)( ctx  , 2)( ct  , t , It ,       (9) 

где  constci , 2,1,0i . Кроме того, функции )(tx , )(t , It   – равномерно непрерывны; 

2) верны оценки 

ii lty )( , ii lty )( , 11 )(   nn lty , 22 )(   nn lty , It  ,    (10) 

где 0,1  constll i , 2,1  ni . Кроме того, функции )(tyi , ni ,1 , )(2 tyn , It   – равномерно 

непрерывны. 

Доказательство. Оценка (8) непосредственно следует из гурвицевости матрицы A  и ограниченности 

функции 0)(  . Так как выполнены условия леммы 1 система (1), (2) равносильна (5), где 0)(  . 

Поскольку )()(1 txty  , )()(2 tAxty  , …, )()( 1 txAty n
n

  , It  , то из 0)( ctx  , It  , следует 

ii lty )( , ni ,1 . Из ограниченности функции )(tyi , It   и включения 0)(   следуют ii lty )( , 

ni ,1 . Тогда )(tyi , ni ,1 , It   -равномерно непрерывные функции. Из nn lty )( , It  , следует 

11 )()(   nnnn lltyty  , It  . Заметим, что )()(2 ttyn  , ))(()( tt   . Тогда 

*))(()(   tt , t , It . Отсюда следует, что 2*2 )()(   nn ltyt   , It  , )(2 tyn , It   

- равномерно непрерывная функция. 
Лемма 2 доказана. 
 
Несобственные интегралы. Рассмотрим уравнения движения (5), и тождества (6), (7), когда функция 

0)(  . 
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Теорема 1. Пусть выполнены условия лемм 1,2. Тогда для любой величины 00 P , вдоль решения системы 

(5), (6) несобственный интеграл 
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Доказательство. Так как )(t , ))(( t , It   определяются тождествами (6), (7) соответственно, то 
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Заметим, что: 
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 





 

T

n

T

n dttP
dt

d
dttPt

0

2
02

0

20 )(
2

1
)())((  .       (15) 

Аналогичным путем можно показать, что 
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Из формул (13)-(16) следует равенство (11), где 321 iiii NNNN  , ni ,1 , 3,11   nn NN , 

)()()()( 1312111 tFtFtFtF  , )(
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021 tPtS n   , It  . 

Теорема 1 доказана. 

Теорема 2. Пусть выполнены условия лемм 1,2. Тогда для любых величин 110 n,...,,  , вдоль решения 

системы (5), (6) несобственный интеграл 
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Доказательство теоремы 2 аналогично доказательству теоремы 1. 
 
 
Теорема 3. Пусть выполнены условия лемм 1,2. Тогда для любой величины  , вдоль решения системы (5), 

(6) несобственный интеграл 
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Доказательство теоремы 3 аналогично доказательству теоремы 1. 
 
Абсолютная устойчивость. На основе оценок (11), (12), (17)-(20) может быть получен критерий 

абсолютной устойчивости регулируемых систем в простом критическом случае. 
Теорема 4. Пусть выполнены следующие условия: 

1) матрицы 0001   ,0  ),(  ,  AA  - гурвицевы, функция 0)(  ; 

2) существует вектор 
nR*  такой, что 0...,,0,0 2   BAABB n , величина 

01   BAn ; 

3) ранг матрицы 
*1**** ,...,,   nAAR  равен n ; 

4) выполнены равенства 1,0,  niMN iii , величина 0 , 01  En . 

Тогда положение равновесия системы (1), (2) абсолютно устойчиво.  

Доказательство. Так как 01 I , 02 I , то при выполнении условия 4) имеем 
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)(lim)0(

2

1
)(lim

2

1
)]()()([lim

)(

0

2
02

2
02

0

321  

)0(
2

1
)(lim

2

1
)]()()([lim)( 2

02
2

02

0

321

)0(

0




PTPdttFtFtF
dt

d
d n

T
n

T

T
















  , (21) 

где  











dttFtFtF

dt

d
T

T
0

321 )]()()([lim ,  
)0(

0

)(


 d , 0)(lim
)(

0






d
T

T
, 

0)(lim
2

1 2
02 


 TP

T
n  . 

Из (21) следует, что функции )(t , )(t , It   - ограничены. В самом деле, если функция )(t , It   

неограниченна, т.е. 


)(lim T
T

 , то 




d
T

T
)(lim

)(

0

. Аналогично, если функция )(t , It   

неограниченна, то 


 )(lim
2

1 2
02 TP

T
n  , где 0 , 02 n . В этих случаях из (21) имеем 

 210 II , но этого не может быть. 

Итак, функции )(t , )(t , It   - ограничены. Тогда из (21) следует, что 

  








ddttPtPtI
T

T

T

T
)(lim))](()())(([lim0

)(

00

2
0

1
001  
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








 



  )0(

2

1
)(lim

2

1
)]()()([lim)( 2

02
2

02

0

321

)0(

0




PTPdttFtFtF
dt

d
d n

T
n

T

T
, (22) 

где )(t , It   - ограниченная равномерно непрерывная функция. 

Пусть функция ))(()())(())(( 2
0

1
00 tPtPttV   , It  . Заметим, что 0))(( tV  , t , 

It  , функция )(V  - непрерывна по  . Теперь оценка (22) запишется так 

 
dttV

T

T
0

))((lim0  , 0)0( V ,      (23) 

где )(t , It   - равномерно непрерывная функция. Из (23) следует, что 0)(lim 


t
t

 . Тогда 

0))((lim 


t
t

 . Так как матрица A  - гурвицева, то 0)(lim 


tx
t

. Отсюда следует, что 0)(lim* 


txx
t

, 

0)(lim* 


t
t

 . Из равенства ***  EDx  , 0E , имеем 0*  . 

Теорема 4 доказана. 
 
Эффективность предлагаемого критерия абсолютной устойчивости и алгоритм его проверки покажем на 

одном примере. 
Пример. Пусть уравнение движения системы имеет вид 

  ,0,5,13),(),(23, 21212211 Itxxxxxxxx   ,  (24) 

}.,)(,0)0(,)(0/),()({)( 1
*

2
0

11
0 RRRC    

Для данного примера 

  































2

1,05,1,1,3,
1

0
,

23

11

x

x
xEDBA . 

Поскольку 1)det()( 2
2   AI , ),( 21   , 02  B , 01  AB , где 

10 a , 11 a , то 1)0,1(   , матрица A  - гурвицева, 21 yy  , ),(212  yyy  

01   . 

Векторы 1)0,1(   , 1)1,1(  A , матрица 











1

11

0 


R , 2rangR . 

Матрица 






 

























ED

EBDBA
A









5,13

5,1233

011

)(1
. 

Тогда      5,15,0115,0)det()( 23
131  AI . Для гурвицевости матрицы 

)(1 A  необходимо и достаточно, чтобы 00   , где 646055512754,01330  . Как следует 

из приведенных выше результатов, выполнены условия 1)-3) теоремы 4. 
Легко убедиться в том, что: 

3
1

2
1

1
1))(( yyyt    , 23 yy  , 

42

1

1

1

5,1
12

)( yyyt 


 , 4y ,        (25) 

))((5,1
12

)( 3

1

2

1

tyyt 


  , It  . 
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Вводя обозначения 
1

321
  , 

1

1

2


  , 

1

2

1


  , 5,14  , 

1
1 5,1   , 

1

2

5,0


  , 

1

3

5,0


  , соотношения (25) запишем в виде 

)()()())(( 332211 tytytyt   , It  ,       (26) 

)()()()( 442211 tytytyt   , It  ,       

 (27) 

)()()()( 332221 tytytyt   , It  ,       

 (28) 

где 21 yy  , 32 yy  , 3322114 yyyy   . 

Заметим, что  

 







TT

dtty
dt

d
dtyy

0

2
1

0

21 )(
2

1
,    

TTT

dttydttyty
dt

d
dtyy

0

2
2

0

21

0

31 )()()( , 

 







TT

dtty
dt

d
dtyy

0

2
2

0

32 )(
2

1
. 

Вычислим несобственные интегралы: 

 



dttPtPtI

T

T
0

2
0

1
001 ))](()())(([lim   

  0)(lim)(lim)()()(lim
0

1

0

1

0

2
33

2
22

2
11 

















  

T

T

T

T

T

T
dttS

dt

d
dttF

dt

d
dttyNtyNtyN ,  (29) 

где  
2

1

0
1

0

2
1

02
10

1
0111

2








PP
PN


  ,  

2
1

0
1

0

2
1

0
0

1
021

2
20

1
031222 2








PP
PPN


  , 

2
1

0
1

0
0

1
0

2
33






P
PN


  , 

  











  )(

2

1
)(

2

1
)( 2

2320
1

032
2
10

1
02112111 tyPtyPtF   

  )()(2 21310
1

031 tytyP   , )(
2

1
)( 2

441 tytS  ; 

   

T

T
dttytytyI

0

2

3322112 )()()(lim   

  0)(lim)()()(lim
0

2

0

2
33

2
22

2
11 





  

T

T

T

T
dttF

dt

d
dttytyty ,     (30) 

где 
2
11  , 31

2
22 2   , 

2
33  , )()()(2)()( 2

2322131
2
1212 tytytytytF   ; 

   









T

T

T

T

T

T
dttF

dt

d
dttyMtyMtyMdtttI

0

3

0

2
33

2
22

2
11

0

3 )(lim)()()(lim)())((lim   , (31) 

где 

2
1

111

5,0




 M , 

2
1

3113222

5,2




 M , 

2
1

333

5,0




 M , 
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      )(
2

1
)()()(

2

1
)( 2

33223213113
2
121123 tytytytytF   , It  . 

Из (29)-(31) следует, что условия 4) теоремы 4 запишутся так: 

2
1

2
12

1

0
1

0

2
1

0 5,12













 PP
,         

 (32) 

2
1

31
2
22

1

0
1

0

2
1

0 5,2
2













 PP
,        

 (33) 

2
1

2
32

1

0
1

0 5,0











 P
,          (34) 

где 0 , 05,1 E . 

Отсюда следует (см. (32)-(34)), 

2
3

2
1

0
0

5,0 





P
,  31

2
2

2
1

2
3

2
10 22

3

1
 P ,   025,05,0

3

2
31

2
2

2
1

2
3

2
1   . 

Параметры 1 , 2 , 3  определяются из решения оптимизационной задачи: максимизировать функцию 

sup
5,325,0

22

5,0 2
331

2
2

2
1

2
331

2
2

2
1

2
3

2
1

0
0 
















P
 

при условиях 

022 2
331

2
2

2
1   , 05,325,0 2

331
2
2

2
1   . 

Решением данной оптимизационной задачи являются: 

02  , 13 5,1   , 906976046511627,0
375,5

25,3
2
1

2
1

0 



 , 

2
10 25,3 P , 0...91666,0 2

1   . 

Таким образом, для данной задачи теорема 4 дает необходимое и достаточное условие абсолютной 

устойчивости, где 00   , 906976046511627,00  , 646055512754,00  . 
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