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МАТЕМАТИКА. ТЕХНИКА.  
СЕЙСМОЛОГИЯ 

Карасаев И.К.  

ВЕКТОРНОЕ УРАВНЕНИЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ХИЛЛА 

В статье рассматривается сведения уравнения Хилла к векторному уравнению бесконечномерном пространстве решений 
отыскание показателей Ляпунова, наталкиваются на большие трудности. 

Переход от конечномерного пространетва к бесконечномерному впервые был осуществлен Хиллом в его 
исследованиях, посвяуенному изучению движения Луны вокруг Земли. В от личии от других исследоват елей 
уравнения Хилла, в статье успешно разработан новый подход к построению бесконечно линейных систем, 
позволяющих к установлению неограниченной устойчивост и данного уравнения. 

 
 

 

 Рассмотрим уравнение Хилла [1] 

0)(  xtax ,      (1)

)(ta -непрерывная функция и )()2( tata   . 

Решение, как известно, представимо в виде [2] 







m

imt
m

tt eyetyetx  )()( ,     (2)

.)( 





m

imt
meata       (3)

ma -заданные постоянные, малые по сравнению с 0a , 0a -среднее значение функции )(ta  в промежутке  2,0 , 
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сходится абсолютно в бесконечной полосе 
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 -комплексное число, называемое характеристическим показателем уравнения Хилла [3], 

...,,,,,..., 21012 yyyyy   

пока неизвестные величины. Наложим на поведение   условие 

,...)2,1,0(,0)( 2  pip  ,    (6')

которое назовем условием поляризации характеристических показателей. Тогда следующие операции являются 
законными 
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Перемножая и раскрывая последние суммы, имеем 
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Таким образом, имеем 
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Тогда  из (7) и (8) следует, что 
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где, приравнивая при каждом p  нулю, имеем 
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 Условие (10) будем называть условием поляризации характеристических показателей,  - некоторое 

комплексное число, принадлежащее полосе G , которое будем называть носителем поляризации. 

 Заметим, что матрица бесконечной линейной системы (9) имеет вид )0( 0 a  
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 Теперь бесконечную линейную систему (9) можно записать в векторной форме 

,0)(0  yA          (9')

где 

,...),,,,(..., 21012 yyyyyy  - 

-неизвестный вектор,  - операция транспонирования. 
 С помощью условия поляризации можно построить левую диагональную матрицу с нулевым носителем 
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эту матрицу назовем поляризующей матрицей  (множитель). 
 Действуя слева поляризующей матрицей на векторное уравнение (9'), имеем 

0)(2 yA         (11')

где 
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где pq - символ Кронекера. 

 Центральная часть данной матрицы выглядит так 
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 Теорема 1. Матрица (12) имеет нормальную форму [4,5]. 
 В самом деле, очевидно, что при выполнении условия поляризации (10) произведение диагональных элементов равно 1 
и двойной ряд, составленный из недиагональных элементов сходится абсолютно. 
Также очевидно, что двойной ряд 
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сходится абсолютно в области G . 
 Тогда соответствующая бесконечная линейная система (9') называется нормальной, а определитель системы 

)(det 0 A  

также называется нормальным. 

 Следующая наша задача – внесение полюсов в элементы матрицы, точнее, в нулевую строку матрицы )(0 A . 

Для этого, пользуясь условием поляризации характеристических показателей, построим левую диагональную матрицу с 

ненулевым носителем )0(  . 
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Образно говоря, имея счетное множество поляризующих множителей 
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будем «рассеивать» их по соответствующим строкам. 
  О том, что данная матрица имеет нормальную форму достаточно вести доказательство как в отношении 
матрицы (12). 
Соответствующее векторное уравнение запишем в виде 

0)(1 yA        (14)

 Теорема 2. Нормальность системы бесконечных линейных алгебраических уравнений не зависит от носителей 
поляризации. 
 В самом деле, действуя слева на векторное уравнение (14) поляризующей матрицей 
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имеем эквивалентное уравнение, матрица которого имеет вид 
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где  -носитель поляризации,    в неравенстве (10), GG   , . 

Появление   вместо   не внесет ничего нового в нашу теорию, т. к. и то и другое будут устранены. 

 Отметим, что, несмотря на преобразования над матрицами бесконечной линейной системы (9) и векторными 
уравнениями (9'), (11'), они остаются эквивалентными, доказательства этого факта не представляют трудности. 
 Отметим, что бесконечная система линейных уравнений с матрицей, имеющей, нормальную форму называется 
нормальной системой, которая обладает многими свойствами конечных систем, в частности, однородная бесконечная 
линейная система алгебраических уравнений имеет нетривиальное решение тогда и только тогда, когда определитель 
системы равен нулю. 
 Поэтому 

  0)(det)(det 11 


pq
AA  . 

Это есть уравнение, определяющее характеристических показателей уравнения Хилла, в котором носителем 

поляризации 0 . Остается упростить. 
 Легко доказать, что уравнениями, определяющими характеристических показателей являются также (9') 

0)(det 0 A , 

где )(0 A - матрица уравнения (9'), и 

,0)(det 1 A  

а также уравнения (12) 

,0)(det 2 A  

где )(1 A  есть матрица уравнения (14) с носителем поляризации, где 0 . Другим словами  эти три уравнения 

являются эквивалентными. 
 


