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Топологиялык мейкиндиктердин түрдүү типтеги кеңейүүлөрүн тургузуу теориялык-көптүктүк топологиянын негизги масе-
леси болуп саналат. М. Стоун жалпы топологиядагы эң кызыктуу жана кыйын көйгөйлөрдөн болуп берилген топологиялык мей-
киндиктеги бардык кеңейүүлөрдү изилдөө деп белгилеген. М. Стоундун койгон жалпы көйгөйлөрүнүн негизинде Б. Банашевский ке-
ңейүүлөр теориясынын жалпы маселелерин системалаштырган. П.С. Александров тарабынан компактуу кеңейүүлөрдүн класси-
фикациялоо көйгөйү жана топологиялык мейкиндиктердин кеңейүүлөрү жөнүндөгү түрдүү жалпы маселелери коюлган. А.А. 
Бөрүбаев тарабынан тихоновдук мейкиндиктердин бир калыптуу структуралардын жардамы менен бардык паракомпактуу, күч-
түү паракомпактуу, линделёфтук жана Дьедонне боюнча толук кеңейүүлөрүнүн көптүгү тургузулган, бирок бардык 𝜇 -параком-
пактуу кеңейүүлөрдү тургузуу изилденген эмес. Бул илимий макалада бардык 𝜇 -паракомпактуу кеңейүүлөрдүн көптүгү тургузул-
ган. 

Негизги сөздөр: 𝜇 - паракомпактуу кеңейүү, 𝜇 -толуктуулук, Дьедонне боюнча 𝜇 -толуктуулук, 𝜇 - предпаракомпактуулук, 
предуниверсалдуулук.  

Построение разного типа расширений топологических пространств является основной темой теоретико-множественной 
топологии. М. Стоун отмечал, что одной из интересных и трудных проблем общей топологии является изучение всех расширений 
данного топологического пространства. Исходя из общей проблемы М. Стоуна, Б. Банашевский систематизировал общие задачи 
теории расширений. П.С. Александровым была поставлена проблема классификации компактных расширений и сформированы 
различные общие задачи о расширениях топологических пространств. А.А. Борубаевым при помощи равномерности построены 
множества всех паракомпактных, сильно паракомпактных, линделёфовых и полные по Дьедонне расширений тихоновских 
пространств, однако не изученным оказался расширения всех 𝜇 -паракомпактных расширений. В настоящей статье при помощи 
равномерных структур строится множества всех 𝜇 -паракомпактных расширений. 

Ключевые слова:𝜇 - паракомпактные расширение, 𝜇 - полнота, 𝜇 - полнота по Дьедонне, 𝜇 -предпаракомпактность, 
предуниверсальность. 

One of the central theme in general topology is the theme related to various types of extensions of topological spaces. M. Stone noted 
that one of the interesting and difficult problems of general topology is the study of all extensions of a given topological spaces. Based on the 
general problem of M. Stone, B. Banashevsky systematized the general problems of the theory of extensions. P.S. Aleksandfoff posed the 
problem of classifying compact extensions and formulated various general problems on extensions of topological spaces. A.A. Borubaev, 
using uniformity, constructed the sets of all paracompact, strongly paracompact, Lindelof and Dieudonne complete extensions of Tychonoff 
spaces. However, the set of all 𝜇 -paracompact extensions of a space has not been studied. In this paper, using uniform structures, we 
construct the sets of all 𝜇 -paracompact extensions.  

Key words:𝜇 -paracompact extensions, 𝜇 -completeness, Dieudonne 𝜇 -completeness, 𝜇 -preparacompactness, preuniversality. 

В работе все равномерные пространства - хаусдорфовы, а отображения - равномерно непрерывными. 
Пусть   и   - покрытия множества X , обозначение    читается, что   вписано в  , т.е. для 

каждого A  найдется B  такое, что BA   и, для   и   X , имеем: 

},:{   BABA . Покрытие   называется конечно аддитивным, если   , 

 
00 :{

 
- конечное} . ),()( xStx   , }:{),( xAAxSt   , Xx , 

),()( HStH   , }:{),(  HAAHSt  , XH  . 

Пространство X  называется счетно паракомпактным, если в любое счетное открытое покрытие   можно 
вписать локально конечное открытое покрытие  .  [11].  Пусть YXf :  - отображение множества X  в 

множество Y . Пусть   и   - покрытия X  и Y  соответственно, тогда }:)({)(   AAff  и 

}:)({)( 11    BBff  - покрытия Y  и X  соответственно. Пусть ),(),(: VYUXf   - отображение 
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пространства ),( UX  в пространство ),( VY , оно называется равномерно непрерывным, если для всякого 

V  существует U такое, что  f . Биекция ),(),(: VYUXf   пространства ),( UX  на 

пространство ),( VY  называется равномерным гомеоморфизмом или равномерным изоморфизмом, если 

отображения ),(),(: VYUXf   и ),(),(:1 UXVYf   являются равномерно непрерывными.  

А.А. Борубаевым [1], [9] при помощи равномерности построены множества всех паракомпактных и 
близкие к нему расширения тихоновских пространств. В работе [2] построены множества всех   -полные по 

Дъедонне расширения. Индекс компактности и суперпаракомпактные расширения изучены в работе [23].  
Известно, что на каждом  -паракомпактном пространстве его универсальная равномерность является  -

полной, а система всех открытых покрытий мощности   пространства образует базу универсальной 

равномерностью. Пусть M  - всюду плотное подпространство пространства X , V  - равномерность на M , 

порожденная равномерностьюU . Тогда ),( UX  -  -пополнение равномерного пространства ),( VM . 

Следует отметить, что равномерность V , вообще говоря, не является универсальной равномерностью, но 
обладает специальным свойством –  -предпаракомпактностью. По  -предпаракомпактностью пространства 

M  можно построить все его  -паракомпактные расширения, т.е. получить эти расширения как  -

пополнения пространства M  по  -предпаракомпактности. 

Напомним [2], что пространство ),( UX  называется  -полным, если любой фильтр Коши F , с базой B  

мощности   сходится. 

Пространство )
~

,
~

(  UX  называется  -пополнением ),( UX , если: 1) XX
~ ; 2)   

XХ Х

~
~  ; 3) 

)
~

,
~

(  UX  -  -полно. 

Рассмотрим равномерное пространство ),( UX  и множество )(U   минимальных фильтров Коши 

),( UX , имеющих базу мощности   [2].  

Пусть )(XU  - множество равномерных структур на X . Равномерные структуры U  и V  называется 

эквивалентными VU ~ , если )()( VU    . Пусть }~:)({)( VUXUVUE  . Очевидно, )(UE  

- частично упорядоченное множество. 

Пусть }{ n  - нормальная последовательность покрытий X .  }{ n  называется )(U -нормальной, 

если  Fn , )(UF   , Nn .  

Для любого U  на X  )(UE  обладает наибольший элемент. Пусть }{ n  и }{ n  - )(U - нормаль-

ные последовательности X . Тогда семейство }{ nn    является )(U -нормальной последовательностью 

покрытий. Семейство 


U  всех )(U - нормальных последовательностей покрытий X  является равномер-

ностью на  X . Ясно, что )()(
  UU  . Нужно показать, что 


U  есть наибольший элемент )(UE . 

Пусть )(UEV   и V . Найдется нормальная последовательность Vn }{  и 1  . }{ n  - )(U -

нормальная последовательность покрытий, т.к. )()( VU    , то 


 Un }{ , 


UV  . 

Наибольший элемент 


U  множества )(UE  называется  -лидером U . Пространство ),( UX  назы-

вается предуниверсальным, если 


UU  . 

Пространство ),( UX  предуниверсально в том и только том случае, если  -пополнение )
~

,
~

(  UX

),( UX  есть универсальное пространство, действительно, выберем равномерность V  на X  такая, что 

)
~

()
~

(   VU  . Т.к. )
~

,
~

(  UX
 
 -полное пространство, то )

~
(  U  есть множество всех фильтров 
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окрестностей точек )
~

,
~

( ss UX , имеющих счетную базу. Ясно, что XUU  )
~

()(   , поэтому 

)()( VU    , где V - равномерность на X , порожденная равномерностью V
~

. Ясно, что  UV
~~  . Сле-

довательно, )
~

,
~

(  UX   универсальное пространство. Обратно, пусть )
~

,
~

(  UX - универсальное пространство 

и


 U . Тогда }:
~

{~    AA , где 
 X

AXXA ~]\[\
~~

 есть покрытие )
~

,
~

(  UX . Семейство 

}:~{
  U  будет базой для некоторой равномерности 


U
~

 на X
~

. 
UU
~~  , т.к. U

~
 - универсальная. 

Следовательно, 


UU  . 

Определение 1 [2]. Топологическое пространство X  называется  -полным по Дьедонне, если найдется 

 -полная равномерность.  

0 - полное по Дьедонне пространство называется секвенциально полным по Дьедонне пространством [2].     

X секвенциально полно по Дьедонне в том и только том случае, когда универсальная равномерность X  
является секвенциально полной [2]. 

В самом деле, пусть топологическое пространство X секвенциально полно по Дьедонне. Тогда найдется 

равномерность U  на X , такая что ),( UX  секвенциально полно. Пусть XU  - универсальная равномерность 

на X  и F  - фильтр Коши в  ),( XUX  со счетной базу. Тогда фильтр Коши  F имеющий счетную базу сходит-

ся в ),( UX  т.е. в ),( XUX . Значит, ),( XUX  секвенциально полно.  

Через )(XD   обозначим множество всех  -полных по Дьедонне  расширений, а )(XU D
 - множество 

всех  -предуниверсальных равномерностей X . Относительно ""  )(XD  является частично упорядочен-

ным, а )(XU D
 - частично упорядочено относительно "" . 

Теорема 1. Для любого пространства X  частично упорядоченные множества )(XD  и )(XU D

изоморфны. 

Доказательство. Задано отображение )()(: XDXUF D  
 , XUF U )( , )(XUU D

  и рас-

ширение XU  X . Очевидно, что )()( XDUF   .Пусть )(, XUVU D
  и )()( XVF U  . Положим 

)()( VFUF   . Найдется XXf VU  :  и VUf   . U
~

 и V
~

 - универсальные равномер-

ности XU  и XV  соответственно. Легко видеть }
~~:~{ 1
  UU U   , }

~~
:

~
{ 1

  VV U   . 

)
~

,()
~

,(:   VXUXf VU   - равномерно изоморфное отображение, поскольку XXf VU  :  есть 

гомеоморфное отображение, а равномерности U
~

 и V
~

 универсальны. Итак, VU  . Получили противоре-

чии, значит, )()( VFUF   . Докажем, что отображения F  есть отображений “на”. Далее, )(XDX  
 
и 

U
~

 - универсальная структура. Пусть }
~~:~{ 1
  UU   . Очевидно, U  - предуниверсальная структу-

ра на X . )
~

,(  UX  -  -пополнение пространства ),( UX , значит, XUF U )( . Покажем изоморфность 

отображения )),(()),((:  XDXUF D  
. Выберем )(, XUVU D

  такие, что UV  . 

XUF U )( , XVF V )( и )
~

,(  UXU  - -пополнение ),( UX , а )
~

,(  VXV  -  -пополнение 

),( VX . Очевидно тождественное отображение ),(),(: VXUXiX   равномерное. Найдется такое 

равномерное отображение )
~

,()
~

,(:   VXUXf VU  , что VUf   , поэтому XX UV   . 

Пусть XX UV   . Укажем такое непрерывное отображение XXf VU  : , что VUf   . Т.к. 
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U
~

 и V
~

 - универсальные структуры XU , XV  соответственно, то )
~

,()
~

,(:   VXUXf VU   

равномерно непрерывно. Из VUf   , }
~~:~{ 1
  UU U   и }

~~
:

~
{ 1

  VV U  

 
следует

UV  , поэтому, отображение )),(()),((:  XDXUF D  
 есть изоморфизм. 

Пусть )(XDs  - множество всех секвенциально полных по Дьедонне расширений,  )(XU
sD  - множество 

всех предуниверсальных равномерных структур X . )(XDs  - частично упорядоченное множество относитель-

но п "" , а )(XU
sD  - частично упорядоченное множество относительно "" . 

Следствие 1. Для пространства X  изоморфны частично упорядоченные множества )(XDs  и )(XU
sD . 

Через )(XT обозначим множество всех тихоновских расширений тихоновского пространства X ,
 

)(XP  

- множество всех  -паракомпактных расширений X . )()( XTXP   и по отношению ""  оно частично 

упорядочено.  
Определение 2. Пусть ),( UX - равномерное пространство. Равномерность U  называется  -предпара-

компактным, если всякое покрытие   множества X ,    такое, что  F  )(XF s  
содержит-

ся в равномерности U . 

Пусть )(XUP
- множество всех  -предпаракомпактных равномерностей тихоновского пространства X . 

Теорема 2. Для пространства Х , частично упорядоченные множества )),(( XP  и )),(( XU P
 

равномерно изоморфны. 

Доказательство. Пусть задано отображение )()(: XPXUP P 
 , XsUP U)( , где XU  - расши-

рение X .Расширение XU  строится как  -пополнение X  по равномерной структуре U . Докажем, что 

)())(( XPXUP P 
 . Пусть )(XUU P

  и XUP U)( . Пусть̂ - открытое покрытие мощности   

пространства XU , элементы которого состоят из канонически открытых множеств XU . ПустьU  - универ-

сальная равномерность XU . Пусть Х  ˆ . Для любого )(XF   найдется )(xB  элемента 

Xx U  такой, что }:{ BOXOF xx  . Следовательно, F  для любого F . Так как, 

равномерность U   -предпаракомпактна, то является элементом равномерностиU . Ясно, что    

принадлежит в U
~

, а   принадлежит в U , где        AA XsU
: ,       AA

XsXs
U

U
: . От-

сюда следует, что   ˆ , т.е. U ̂ . Тогда существует локально конечное   и   . Пусть U ̂  та-

кое покрытие, что   Xˆ . Легко видеть, что покрытие ̂  также является локально конечным покрытием, 

вписанное в открытое покрытие ̂ , мощности  . Следовательно, )())(( XPXUP P 
 .  

Теперь докажем справедливость обратного включения. Пусть X - некоторый элемент из )(XP , а U   - 
универсальная равномерность X , которая имеет базу, состоящую из локально конечных покрытий UB  . 

Заметим, что равномерная структураU , порожденной равномерной структурой U  , тоже обладает базой, со-

стоящую из локально конечных покрытий. Покажем, что )(XUU P
 . Выберем такое открытое покрытие   

множества X мощности  , что   и F  имеют общий элемент для всякого F  из )(UF  . Всякого 

Xx U
 
найдется xÂ  в XU , что   ХAx

ˆ . Так, пусть  XxA Ux   :ˆˆ . Структура U  универ-

сальная, то покрытие ̂  мощности   есть элемент равномерности U  . Положим  X ˆ . Тогда  
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  , поэтому U , т.е. U является  -предпаракомпактной. Таким образом XUP )( . Значит, мно-

жество )(XP  содержится в множестве ))(( XUP P
. 

Пусть )(XCP  - множество всех счетно паракомпактных расширений X . Ясно, что )()( XTXCP   час-

тично упорядочено по отношению "" .  
Равномерность U  называется счетно предпаракомпактным, если всякое счетное покрытие   множества 

X , такое, что  F  для любого )(XF s  
содержится в равномерности U . 

Пусть )(XUCP - множество всех счетно предпаракомпактных равномерностей тихоновского пространства 

X . 

Следствие 2. Для пространства Х , частично упорядоченные множества )),(( XCP  и )),(( XU CP  

равномерно изоморфны. 
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