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Макалада скалярдык ийрилик боюнча квадраттык кошумча менен сүрөттөлгөн, модифицирленген гравитациянын 
теориясынын чегинде нейтрондук жылдыздын статикалык модели каралган. Аналитикалык аппроксимациондук формула 
менен берилген нейтрондук затты моделдештирүү үчүн абалдын реалисттик теңдемеси колдонулат. Ушундай конфигура-
циялар үчүн эркин параметрдин ар түрдүү маанилери толук массасы жана өлчөмдөрү эсептелген жалпы салыштырма-
луулук теориядан системанын канчалыкка четтөө даражасын аныктайт. Байкоо маалыматтарына ылайыкташ үчүн 
нейтрондук заттын эки түрдөгү анизотропиясы колдонулат. Алар заттын локалдык касиеттерин дагы (басым аркылуу) 
жана конфигурациялардын квазилокалдык касиеттерин дагы (компакттуулук аркылуу) эске алышат. Нейтрондук жыл-
дыз үчүн “масса-радиус” катышы боюнча байкалган астрономиялык берилгендерди колдонуп, абалдын “катуу” абалдын 
теңдемесин колдонууда, суюктуктун анизотропиясын кошкондо гана модель байкоолорго туура келе тургандыгы көрсө-
түлгөн. 

Негизги сөздөр: анизотроптук  зат, компакттык астрофизикалык конфигурация, модифицирленген гравитация. 

В статье рассматривается модель статической нейтронной звезды в рамках модифицированной теории гравита-
ции, описываемой квадратичной добавкой по скалярной кривизне. Для моделирования нейтронного вещества используется 
реалистичное уравнение состояния, задаваемое аналитической аппроксимационной формулой. Для такой конфигурации 
рассчитываются полная масса и размеры при различных значениях свободного параметра, определяющего степень откло-
нения системы от общей теории относительности. Для удовлетворения наблюдательным данным используются два типа 
анизотропии нейтронного вещества, которые учитывают, как локальные свойства вещества (через давление), так и ква-
зилокальные свойства конфигураций (через компактность). Используя наблюдательные астрономические данные по соот-
ношению «масса-радиус» для нейтронных звёзд, показывается, что при использовании «жёсткого» уравнения состояния 
модель удовлетворяет наблюдениям только при включении анизотропии жидкости.  

Ключевые слова: анизотропное нейтронное вещество, компактные астрофизические конфигурации, модифицирован-
ная гравитация. 

The paper studies the model of a static neutron star within modified gravity described by a quadratic additional scalar curva-
ture term. To model neutron matter, a realistic equation of state given in the form of an analytic approximate expression is employed. 
For such a configuration, the total mass and sizes for different values of the free parameter determining the deviation of the system 
from general relativity are calculated. To satisfy observational constraints, two forms of the neutron fluid anisotropy are used; they 
take into account both the local properties of the matter (through pressure) and the quasilocal properties of the configuration 
(through compactness). Using the observational data on the mass-radius relation for neutron stars, it is shown that when one em-
ploys a stiff equation of state the model satisfies to the observations only when the fluid anisotropy is taken into account. 

Key words: anisotropic neutron matter; compact astrophysical configurations; modified gravity. 

1. Введение. Нейтронные звёзды (НЗ) являются хорошим полигоном для тестирования различ-
ных теоретических моделей вещества, находящегося при экстремальных физических условиях. Дей-
ствительно, для внутренних областей НЗ характерны сверхвысокие плотности (порядка ядерной) и 
давления. Такое вещество не может быть получено в земных лабораториях; в настоящее время его 
свойства и детальный состав полностью неизвестны. Для описания такого вещества могут использо-
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ваться только теоретические модели. Их проверка выполняется путём анализа и интерпретации ре-
зультатов астрономических наблюдений с последующим уточнением исходных теоретических моде-
лей [1]. 

С другой стороны, физические характеристики НЗ также в значительной степени определяются 
их собственным сильным гравитационным полем. Описание последнего может выполняться в рамках 
различных теорий гравитации. Обычно рассмотрение НЗ проводится в общей теории относитель-
ности (ОТО) А.Эйнштейна, в рамках которой достигнут значительный прогресс при построении 
теоретических моделей, адекватно описывающих наблюдательные свойства НЗ (см. например, в [2]). 

Однако вместо ОТО можно работать и в рамках других теорий гравитации. В частности, это 
может быть так называемая �(�) гравитация, в которой эйнштейновский гравитационный лагран-
жиан ~� заменяется на модифицированный лагранжиан ~�(�), где �(�) есть некоторая функция от 
скалярной кривизны �. В настоящее время такие теории гравитации с успехом применяются для 
моделирования различных космологических аспектов современной и ранней Вселенной (обзор по 
данной тематике см. в работах [3-5]). Кроме того, в �(�) гравитации исследуются модели релятивист-
ских звёзд [6, 7], а также модели НЗ [8-13]. В этих исследованиях показывается, что модификация 
гравитации может существенно влиять на ряд важных физических характеристик НЗ, что, в прин-
ципе, может быть непосредственно проверено через наблюдения. 

В указанных выше работах вещество НЗ полагается изотропным, т.е. давление по всем направле-
ниям считается одинаковым. В рамках модифицированных теорий гравитаций (МТГ) анизотропные 
звёзды были рассмотрены в работе [14], где исследованы статические и медленно вращающиеся 
объекты в скалярно-тензорной теории гравитации. Целью данной статьи является исследование 
анизотропных НЗ в рамках �(�) гравитации. 

2. Постановка задачи и уравнения.  
Мы рассматриваем модифицированную гравитацию с действием [сигнатура метрики 

(+,−,−,−)]  

 � = −
��

����
∫ ����−��(�) + �� , (1) 

где �  есть ньютоновская гравитационная постоянная, �(�) – произвольная нелинейная функция от �, 
а ��  обозначает действие для материи. 

Для наших целей представим функцию �(�) в виде �(�) = � + �ℎ(�), где ℎ(�) есть новая 
произвольная функция от �, а � – произвольная константа. При � = 0 мы возвращаемся к ОТО. 
Соответствующие полевые уравнения могут быть получены путём варьирования действия (1) по 
метрике:  

 (1 + �ℎ�)��
� −

�

�
�(ℎ − �	ℎ�)��

� + ����
���� − ��

� ����(ℎ�);� ;� =
���

�� ��
�.  (2) 

Здесь ��
� ≡ ��

� −
�

�
��

�� есть тензор Эйнштейна, ℎ� ≡ �ℎ/��, а точка с запятой обозначает 

ковариантную производную. 
Для получения уравнений МТГ и уравнения для жидкости выберем сферически-симметричную 

метрику в виде  

 ��� = ��(���)� − ����� − ��(�Θ� + sin�Θ	���), (3) 

где � и � есть функции только от радиальной координаты �, а �� = �� есть временная координата. 
В качестве источника вещества воспользуемся анизотропной жидкостью, для которой 

радиальная, ��, и тангенциальная, ��, компоненты давления не равны друг другу. Для такой жидкости 
тензор энергии-импульса может быть записан в виде (см. работу [15]):  

 ��
� = (�+ ��)�

���− ��
��� + (�� − ��)�

���, (4) 
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где � есть плотность энергии жидкости. Радиальный единичный вектор ��  определяется как �� =

�0, ���/�, 0,0�, с ���� = −1 и ���� = 0. Тогда тензор энергии-импульса содержит только следующие 

ненулевые диагональные компоненты: ��
� = (�,−��, −��,−��). 

Свёртка уравнения (2) даёт уравнение для скалярной кривизны  

 ���= −�
�

�
+

�

�
(��− ��)���−

���

���
���+

��

����
��	ℎ� − 2ℎ −

�

�
�
���

�� � + ���, (5) 

где � есть свёртка тензора энергии-импульса (4) и штрих обозначает дифференцирование по �. 
В свою очередь, (�

�) и (�
�) компоненты ур. (2) есть  

(1 + �ℎ�) �−��� �
�

�� −
��

�
�+

�

���− � �
�

�
(ℎ − ℎ��) + ��� �ℎ�

��− �
�

�
��−

�

�
�ℎ�

���=
���

�� �, (6) 

(1 + �ℎ�) �−��� �
1

��
+

��

�
� +

1

��
�− � �

1

2
(ℎ − ℎ��) + ��� �

1

2
��+

2

�
�ℎ�

��= 

−
���

�� ��, (7) 

где правые части берутся из (4). 

Вводя новую функцию �(�), определяемую как  

 ��� = 1 −
��� (�)

���
, (8) 

ур. (6) может быть переписано в форме  

 
��

��
=

��

�� ���− �
��

��
�� �

���

�� ℎ��−
�

�
(ℎ − ℎ��) − ��� �ℎ�

��− �
�

�
��−

�

�
�ℎ�

���. (9) 

 

Наконец, �= � компонента закона сохранения ��;�
� = 0 даёт уравнение  

 
���

��
= −

�

�
(�+ ��)

��

��
+

�

�
(�� − ��). (10) 

Для полного описания рассматриваемой конфигурации необходимо ввести уравнение состояния 
(УС) жидкости. Для этого мы выберем простейшую зависимость �� = ��(�) и зададим вид функции 
Δ ≡ �� − ��, которая присутствует в ур. (10). Эта функция называется фактором анизотропии [16]. В 
рамках статьи мы выберем две различные функции Δ, используемые в литературе при моделировании 
анизотропного вещества, находящегося при высоких плотностях в сильных гравитационных полях:  

1.  Квазилокальное УС, предложенное Horvat et al. в работе [17]:  

 Δ ≡ �� − �� = �����, (11) 

где �� есть свободный параметр, контролирующий степень анизотропии и функция � = 2��(�)/
���называется компактностью. Величина параметра анизотропии �� может быть порядка единицы 
[18, 19], и в литературе рассматривается диапазон −2 ≤ �� ≤ 2 [14, 20, 21]. 

2.  Другая форма фактора анизотропии  

 Δ = ���
�

��
(�+ ��)(�+ 3��)�

���, (12) 

использовалась Bowers и Liang [22] для описания несжимаемых звёзд с постоянной плотностью. 
Как и в случае с анизотропией из (11) эта Δ (частично) гравитационно индуцирована (посредством 
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множителя ��), но зависит нелинейно от �� и �. Присутствующий здесь параметр анизотропии ��� 
также порядка единицы (см., например, работу [14], где −2/3 ≤ ��� ≤ 2/3).  

3. Численные результаты. 
Проинтегрируем численно уравнения из предыдущего раздела. Для этого необходимо задать УС 

для нейтронного вещества. Здесь мы воспользуемся хорошо известным из литературы «жёстким» УС 
BSk21. Для удобства выполнения расчётов оно может быть представлено в виде следующей 
аналитической аппроксимации  

 � =
�����������

����	�
	{exp[��(� − ��)]+ 1}�� 

 +(�� + ���)	{exp[��(�� − �)]+ 1}�� 

 +(��� + ����)	{exp[���(��� − �)]+ 1}�� 

 +(��� + ����)	{exp[���(��� − �)]+ 1}�� 

 +
���

��[���	(�����)]�
+

���

��[���	(�����)]�
. (13) 

с � = log(��/дин	см��), � = log(�/г	см��)	,где � есть плотность нейтронного вещества и �(�) =
[exp(�) + 1]��. Значения коэффициентов �� могут быть найдены в работе [23]. 

Также необходимо выбрать гравитационный лагранжиан. Здесь мы работаем в рамках �� 
гравитации, для которой  

 � = � + �ℎ(�) ≡ � + ���. (14) 

Значение свободного параметра � должно бы ограничено наблюдениями. В случае квадратичной 
гравитации имеются два типа ограничений на �. Во-первых, в пределе слабого поля он ограничен 
данными по двойным пульсарам как |�| ≤ 5 × 10��см� [24]. Во-вторых, в режиме сильной 
гравитации ограничение есть |�| ≤ 10��см� [9]. Здесь мы следуем работе [25] и используем два 
различных значения � = −5 × 10��см� и � = −20× 10��см�. 

 

 

Рис. 1.  Соотношения масса-радиус нейтронных звёзд в ОТО и в МГТ для различных значений α��  
(индекс 10 у α обозначает, что этот параметр даётся в единицах 10��см�) и параметров анизотропии λ� и λ��.  

Штриховой контур отмечает область наблюдательных ограничений [26]. 
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Используя эти значения параметров, мы численно решали систему дифференциальных уравне-
ний (5), (7), (9) и (10) с заданием соответствующих граничных условий в центре конфигурации. Инте-
грирование выполнялось из центра до точки, в которой плотность нейтронного вещества становилась 
равной �� ≈ 10�г	см��. Эту точку мы считали границей звезды, вплоть до которой остаётся справед-
ливым используемое здесь УС [23]. Результаты численных расчётов показаны на рисунке 1, где пред-
ставлены зависимости масса-радиус (� − �) для типичных значений массы звезды �~(1 − 2)�Ђ. Из 
рисунка видно, что в изотропном случае (т.е. когда �� = ��� = 0) соответствующие кривые совсем 
не попадают в область наблюдательных ограничений (показана штриховой линией). Таким образом в 
предположении изотропии нейтронной жидкости рассматриваемое «жёсткое» УС не может быть ис-
пользовано для моделирования объектов, удовлетворяющих современным наблюдательным данным 
по соотношениям � − �. В свою очередь, учитывая возможность наличия в сверхплотном веществе 
анизотропии давления, кривые � − � могут быть сдвинуты в область наблюдательных ограничений. 
Как показывают расчёты, этого можно добиться только для отрицательных значений ��, ���, что 
означает, что тангенциальное давление �� меньше радиального �� [см. выражения (11) и (12)]. На ри-
сунке 1 показаны соответствующие соотношения � − � для ��, ��� = −2, которые позволяют полу-
чить конфигурации с характеристиками, более или менее приемлемыми с точки зрения наблюдений. 

Суммируя полученные результаты, в статье исследованы статические НЗ в рамках �� гравита-
ции. Целью было построение объектов с характеристиками, согласующимися с современными наб-
людательными данными по соотношению масса-радиус нейтронных звёзд. Моделирование выполня-
лось с использованием хорошо известного из литературы УС BSk21, описывающего вещество при 
высоких плотностях. Для удовлетворения наблюдательным данным нами были использованы два 
типа анизотропии в виде (11) и (12), которые учитывают, как локальные свойства вещества (через 
давление), так и квазилокальные свойства конфигураций (через компактность). Выбирая определён-
ные значения параметров анизотропии, мы показали, что возможно сместить кривые � − � в область 
наблюдательных ограничений (см. рис. 1) даже в случае использования «жёсткого» УС. 
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