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УДК:517,95 
       
IT-технологиялар онугуп жаткан мезгилде прикладдык максатта колдонууга жарай турган ар кандай маселелердин 

чечимдеринин сандык ыкмаларын иштеп чыгуу актуалдуу болуп жатат. Бул учурда талап кылынган тактыкты 
камсыздоо эн манилүү. Бул макалада  Интегралдоонун эки чеги тен өзгөрмө болгон 1- түрдөгү сызыктуу эмес интегралдык 
тендеменин чечимин регуляризациялоо параметрин тандоо методикасы сунушталат. 

Негизги сөздөр: интегралдык тендеме,  регуляризациялоо, функциялар, регуляризациялоо параметри. 

С развитием IT-технологий в наше время становится актуальным разработка численных методов решения 
различных задач пригодных для применения в прикладных целях. В этом случае важным является обеспечение требуемой 
точности. В данной работе предложена методика выбора параметра регуляризации решения  нелинейного интегрального 
уравнения    I-рода с двумя переменными пределами интегрирования 

Ключевые слова: интегральные уравнения, регуляризация, функции, параметр регуляризации. 

 
Рассмотрим уравнение  

∫ ���, �, �(�)��� = �(�);          � ∈ [��; �]
�

�(�)
                           (1) 

где   �(�) ∈ �[��, �];   �(��) = ��;  �(�) ≤ �, �(�) и K� t, s, u(s)� −заданные функции на отрезке  [��, �]  и в области   

G={(t, s):  t� ≤ t ≤ T, �(�) ≤ s ≤ t };   

�(�) −искомая  функция   на отрезке  [��, �] 

      С развитием IT-технологий в наше время становится актуальным разработка численных методов 
решения различных задач пригодных для применения в прикладных целях. В этом случае важным является 
обеспечение требуемой точности [2].  

      Методы Регуляризация относится к приближенным методам решения уравнений. В данной работе 
исследуется вопрос о выборе параметра регуляризации решения  нелинейного интегрального уравнения    I-
рода с двумя переменными пределами интегрирования  

       Пусть    �(�, �, �(�)) = ��(�, �)�(�) + ��(�, �, �(�)) 

Предположим что в место точной правой части f (t) задано ее приближенное значение  ��(�)   из  
С([��; �]),   такое что 

       |�(�) − ��(�)| < �;      � > 0     � ∈ [��; �]   

           Потребуем выполнение следующих условий: 

1�.   �(�) ∈ ∁ [��; �];   �(��) = ��;  ��(�) > 0; при   ��[ �� ; �] 

2�. При  фиксированном   tϵ[ t� ; T]    K�(t, s) ∈ ��[ �� ; �]   и 

K�(t, t) > 0  при почти  всех  tϵ[ t� ; T] 

3�.   ∀ �, �  (� < �), при всех  (�, �); (�, �) ∈ � 

|K�(�, �) − �� (�, �)| ≤ ��(s) ∫ K�(s, s) ds
�

�
  

  где  ��(t) ∈ ��[ �� ; �]     и  ��(t) > 0   при  ��[ �� ; �]; 
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4�.  ∀ �, �  (� < �) и ∀ ��, �� (��, �� ∈ ∁ [��; �] ) и  

при всех  (�, �, ��) и  (�, �, ��) ∈ G× � 

|K�(t, τ, ��) − K�(s, τ, ��) − K�(t, τ, ��) + K�(s, τ, ��)| ≤ ��(s) ∫ K�(τ, τ)dτ
�

�
|�� − ��|;                       

Кроме того         K�(t, t, u) ≡ 0   при ��[ �� ; �] и  u(t) ∈ ∁ [��; �]  
 Наряду с уравнением (1) рассмотрим следующие  
сингулярно-возмущенное уравнение  

��(�) + ∫ ��(�, �)�(�)�� + ∫ ��(�, �, �(�))�� = �(�) + ��(��);  
�

�(�)

�

�(�)
� ∈ [��; �]     (2)            

и приближенное сингулярно - возмущенное уравнение  

���(�) + ∫ ��(�, �)��(�)�� + ∫ ��(�, �, ��(�))�� = ��(�) + ���(��)
�

�(�)

�

�(�)
;     � ∈ [��; �]      (3)  

� > 0 малый параметр,  u(t)- решение уравнения (1). 

Начальное условие u(t0) решения уравнения (1) и ��(t0) в (3) связаны между собой следующим образом  

�(��) − ��(��) ≤ �√�;                                  (4) 

Где    0 < C   – const 

Из  (2)  почленно отнимаем (3)  

�[�(�) − ��(�)] + � ��(�, �)[�(�) − ��(�)] + � [����, �, �(�)� −
�

�(�)

�

�(�)

 

−��(�, �, ��(�))]�� = �(�) − ��(�) + �[�(��) − ��(��)];                   (5) 

Уравнение (5) преобразуем к следующему виду  

�(�) − ��(�) +
1

�
� ��(�, �)[�(�) − ��(�)]�� =

�

��

−
1

�
� [��(�, �) − ��(�, �)]

�

�(�)

× 

× ��(�) − ��(�)��� +
1

�
� ��(�, �)[�(�) − ��(�)]�� −

�(�)

��

1

�
�[����, �, �(�)� −

�

�(�)

 

−����, �, ��(�)�] �� +
�

�
[�(�) − ��(�)] + �(��) − ��(��);        � ∈ [��; �]     (6) 

Используя резольвенту R(t, s, e) = −
�

�
K(s, s)e�

�

�
∫ �(�,�)��

�
�  ядра −

�

�
�(�, �) решение уравнения (6) можно 

представить  

�(�) − ��(�) = −
1

�
� [��(�, �) − ��(�, �)]��(�) − ��(�)��� +

�

�(�)

 

+
1

�
� ��(�, �)[�(�) − ��(�)]�� −

1

�
� [����, �, �(�)� − ��(�, �, ��(�)]

�

�(�)

�� +
�(�)

��

 

+
1

�
[�(�) − ��(�)] + �(��) − ��(��) +

1

��
� � ��(�, �)��

�
� ∫ ��(�,�)��

�
� [��(�, �) −

�

�(�)

�

��

 

−��(�, �)]��(�) − ��(�)����� −
1

��
� � ��(�, �)��

�
� ∫ ��(�,�)��

�
� [��(�, �)−��(�, �)] ×

�

�(�)

�

��

 

× ��(�) − ��(�)����� −
1

��
� � ��(�, �)��

�
� ∫ ��(�,�)��

�
� ��(�, �)(�(�) −

�(�)

��

�

��

��(�))���� + 

+
1

��
� � ��(�, �)��

�
� ∫ ��(�,�)��

�
� �����, �, �(�)� − ����, �, ��(�)������ −

�

�(�)

�

��
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−
1

��
� � ��(�, �)��

�
� ∫ ��(�,�)��

�
� �����, �, �(�)� − ����, �, �(�)������

�

�(�)

�

��

+
1

��
� � ��(�, �) ×

�

�(�)

�

��

 

× ��
�
� ∫ ��(�,�)��

�
� �����, �, ��(�)� − ����, �, ��(�)�� ���� −

1

��
� ��(�, �)��

�
� ∫ ��(�,�)��

�
�

�

��

× 

× [�(�) − ��(�)]�� −
1

��
� ��(�, �)��

�
� ∫ ��(�,�)��

�
�

�

��

[�(��) − ��(��)]��; 

     Кратные интегралы в последнем преобразуем с помощью формулы Дирихле и заметив  

�

�
∫ ��(�, �)��

�
� ∫ ��(�,�)��

�
� �� =  ∫ ��

�
� ∫ ��(�,�)��

�
�  �(−�

�
∫ ��(�, �)��

�

�
)  

Из последнего имеем  

�(�) − ��(�) = � ��(�, �, �)[�(�) − ��(�)]�� +  � ��(�, �, �)[�(�) − ��(�)]�� + 

�(�)

��

�(�)

��

 

+ � ��(�, �, �)[�(�) − ��(�)]�� + � ��(�, �, �, �(�), ��(�)) �� + 

�(�)

��

 

�

�(�)

 

 + ∫ ��(�, �, �, �(�), ��(�)) �� + ∫ ��(�, �, �, �(�), ��(�)) �� +  �(�, �) + �(�, �);
�

�(�)
 

�(�)

��
   (7) 

Где                  �� (�, �, �) =  
�

�
��(�, �) �

�
�

� 
∫ �� (�,� )��

�
���(�) ;                                        (8) 

�� (�, �, �) = −
1

�
 ��

�
� ∫ �� (�,� )��

�
� [ ��(�, �) − �� (�, �)] − 

−
�

�� ∫ ��(�, �)  ��
�

� 
∫ �� (� ,� )��

�
�

���(�)

�
[ ��(�, �) − �� (�, �)] ��;                                      (9) 

�� (�, �, �) = −
�

�
 ��

�

� 
∫ �� (�,� )��

�
� [ ��(�, �) − �� (�, �)] −   

−
�

�� ∫ ��(�, �)  ��
�

� 
∫ �� (� ,� )��

�
�

�

�
 [��(�, �) − �� (�, �)] ��;                                             (10) 

�� (�, �, �(�), ��(�), �) =  
�

�
 �

�
�

� 
∫ �� (�,� )��

�
���(�) [��(�. �, �(�)) − ����. �, ��(�)�];   (11) 

��(�, �, �(�), ��(�), �) = −
�

�
���

� ∫ ��(�,�)��
�

� [��(�. �, �(�)) − ����. �, ��(�)�] − 

−
1

��
� ��(�, �)  ��

�
� ∫ �� (� ,� )��

�
� [

���(�)

�

����. �, �(�)� − ����. �, �(�)� −    

−����. �, ��(�)� + ����. �, ��(�)�]��;                                                                       (12) 

��(�, �, �(�), ��(�), �) = −
�

�
���

� ∫ ��(�,�)��
�

� [��(�. �, �(�)) − ����. �, ��(�)�] − 

−
1

��
� ��(�, �)  ��

�
� ∫ �� (� ,� )��

�
� [

�

�

����. �, �(�)� − ����. �, �(�)� −    

−����. �, ��(�)� + ����. �, ��(�)�]��;                                                                       (13) 
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�(�, �) = �

�
��(�) − ��(�)� − �

�� ∫ ��(�, �)  ��
�

� 
∫ �� (� ,� )��

�
� [�(�) − ��(�)]��;

�

��
          (14) 

�(�, �) =  �
�

�

� 
∫ �� (�,�))��

�
�� [�(��) − ��(��);                                                               (15) 

Далее обратим внимание к следующим утверждениям. 
Лемма 1. Пусть выполняются условия  1� − 2�.  Тогда для функции �� (�, �, �)    определенной по формуле  

(8)   имеет   место  

                ∫ |�� (�, �, �)|�� ≤ �� > 0
�(�)

��
;              ��[ �� ; �]                                  (15) 

где      �� = Sup
�∈[��,�]

�∈[�{�},�]

|��(�,�)| ��(���(�))

�������(�),���(�)��
 ; 

Доказательство:  Согласно  свойству  взаимообратных  функций 

   (���(�(�))� =
�

(���(�))�  ; 

Тогда  ��(−
�

�
∫ ��(�, �)��) =

�

�
 ��

�

���(�)
����(�), ���(�)�����(�)�

�
 dτ  

Принимая во внимание эти соотношения и с учетом условий леммы получится требуемая оценка. 
       Лемма 2.  Пусть  H� (t, τ, ε)  и  H� (t, τ, ε)  определены по формулами   (9) , (10)  соответственно.  Кроме 

того выполняются условия  1� − 3� 
 Тогда  справедливы  оценки  

|�� (�, �, �)| ≤ ��(�) (1 + ���)           при (�, �) ∈ �� = {�� ≤ �, � ≤ �};  (16) 

|�� (�, �, �)|  ≤  ��(�)                          при (�, �) ∈ �� = {�� ≤ �, � ≤ �};   (17) 

     Доказательство:   Имея ввиду  

�� �−
�

� 
∫ �� (� , � )��

�

�
� =

�

�
 � (�, �)     и  воспользовавшись формулой интегрирования по частям получаем 

соответствующие оценки. 
         Лемма 3. Пусть выполняются условия  1�, 2� и 4�  и  функции 

N� (t, τ, �(τ), ��(τ), ε) , N� (t, τ, �(τ), ��(τ), ε)  и  N�(t, τ, �(τ), ��(τ), ε)  определены соответственно формулами  
(11),  (12)  и  (13).  Тогда имеют места следующие неравенства  

|�� (�, �, �(�), ��(�), �) | ≤ ��(�) ��� |[�(�) − ��(�)]|;                                            (18) 

|�� (�, �, �(�), ��(�), �)| ≤ ��(�)(1 + 2 ���)|[�(�) − ��(�)]|;                                 (19) 

|��(�, �, �(�), ��(�), �)| ≤ ��(�)(1 + 2 ���)|[�(�) − ��(�)]|;                                  (20) 

         Доказательство:  Если переходить к оценке в  (11), (12)  и  (13)  соответственно  с учетом  условий  
леммы, заметив   

                                       Sup (����) = 1        получаем требуемые  оценки. 

          Лемма 4. Пусть функция  F(t, �) определена формулой  

�(�, �) =
1

�
[�(�) − ��(�)] −

1

��
� ��(�, �)��

�
� ∫ ��(�,�)��

�
� [�(�) − ��(�)]��;

�

��

 

кроме того      |�(�) − ��(�)| < �;    � > 0     � ∈ [��; �] 

а также выполняются условия    10-20 

тогда справедлива оценка  

|�(�, �)| ≤
��

�
;      � ∈ [��; �]             � > 0                                                  (21) 

     Доказательство. В силу условий леммы и с учетом того, что  
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1

�
� ��(�, �)��

�
� ∫ ��(�,�)��

�
�

�

��

�� = 1 − �
�

�
� ∫ ��(�,�)��

�
��  

из выражения функции �(�, �)  получается требуемая оценка.  
         
Лемма 5. Пусть функция U(t,�) определена формулой  

�(�, �) = �(��) − ��(��) −
1

�
� ��(�, �)��

�
� ∫ ��(�,�)��

�
�

�

��

[�(��) − ��(��)]�� 

При этом �(��) и ��(��) связаны соотношением  

|�(��) − ��(��)| ≤ С�√�  и выполняются условия 10-20 

Тогда справедлива  

|�(���)| ≤ 2С�√�;     � > 0,   � ∈ [��; �]                                                (22) 

где 0<C1-const - не зависящий от �  и   �. 

      Доказательство аналогично к предыдущей.  

      В силу оценок  (15) – (22)  из (7)  имеем  

|�(�)| ≤ ��‖�(�)‖с + � �(�)(1 + ���)|�(�)|�� + � �(�)|�(�)|�� +
�

�(�)

�

��

 

+ � �(�) ∙ ���|�(�)|�� + � �(�)(1 + 2���)|�(�)|�� +
�(�)

��

�(�)

��

� �(�)(1 + 2���)|�(�)|�� +
2�

�
+ 2��√�

�

�(�)

; 

или  

|�(�)| ≤ ��‖�(�)‖с +
2�

�
+ 2с�√� + � �(�)(3 + 4���)|�(�)|��

�

��

 

На основании неравенства Гронуолла-Беллмана последнее перепишем  

|�(�)| ≤ [��‖�(�)‖с +
2�

�
+ 2с�√�]�

∫ �(�)(������)��
�

��  

Потребуем    �� = ���
(������) ∫ �(�)��

�
�� ≤ 1  

Отсюда получится  ‖�(�)‖с ≤
��(�,�)

����
                (23) 

Где   ��(�, �) = (
��

�
+ 2��√�) �

∫ �(�)(������)��
�

��  

Теперь рассмотрим уравнение (2). Его решение будем искать в виде  
�(�) = �(�) + �(�)       (24) 

где u(t) – непрерывное решение уравнения (1) 
Подставляя (17) в (2) и повторив все ранее сделанные действия преобразований и вычислений в силу 

условий   10- 40 

‖�(�, �)‖� =
��(�)

����
    (25) 

где ��(�) = С�(�)�
∫ ���������(�)��

�
��  

�� = ���
(������) ∫ �(�)��

�
�� < 1 

 �� = sup
�∈[��;�]

�∈[�(�);�]

|��(�, �)|��(���(�))

|��(���(�), ���(�))|
 

Если полагать � = ��,   то в силу (23 и (25) имеем 

|�(�) − ��(�)| ≤ |�(�) − �(�)| + |�(�) − ��(�)| ≤
�

����
����√�� + 2√� + 2��√���

∫ ���������(�)��
�

�� ;             (26) 
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Т.о. доказано 
        Теорема. Пусть выполняется условия 10-40,   кроме того имеет место  
|�(�) − ��(�)| < �   � > 0   � ∈ [��; �]    и �(�)-  непрерывное  на [��, �] решение уравнения (1). 

Тогда решение ��(�) уравнения  (3)  для � = √�  сходится к решено �(�) уравнения (1)  в  С[��; �]  при � →
0.   и справедлива оценка 

|�(�) − ��(�)| ≤
1

1 − ��

���√� + 2√� + 2��√���
∫ ���������(�)��

�
�� ; 
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