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Бул илимий макалада чектуу-жылдыздуу бир калыптагы мейкиндиктер киргизилген жана изилденген. 

В данной статье вводятся и исследуются конечно-звездные равномерные пространства. 

In this paper star-finitely uniform spaces are introduced and studied. 

 
В данной статье все равномерные пространства предполагаются отделимыми, а отображения равномерно 

непрерывными. 

Пусть  - конечное семейство подмножеств множества X  и Xx . Положим 

}:{),( AxAxSt   . Тогда ),()(  xStxк   и называется конечно-звездной точки x . Семейство 

 называется конечно-звездным, если оно состоит из конечных-звезд всех точек Xx .  

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Равномерное пространство ),( UX  называется конечно-звездным равномерным про-

странством, если равномерность U  имеет базу состоящую из конечно-звездных покрытий.  
Всякое предкомпактное равномерное пространство является конечно-звездным равномерным простран-

ством, а обратное утверждение, вообще говоря, не верно, например, дискретное равномерное пространство яв-
ляется конечно-звездным равномерным пространством, но не является предкомпактным равномерным про-
странством.  

ТЕОРЕМА 1. Любое подпространство конечно-звездного равномерного пространства конечно-звездное. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть ),( UX  - конечно-звездное равномерное пространство, а ),( MUM  его 

подпространство. Пусть MM U  - произвольное равномерное покрытие. Тогда существует такое равномер-

ное покрытие U , что MM   }{ . В покрытие   впишем конечно-звездное покрытие U . За-

метим, что след M покрытия   будет конечно-звездным покрытием. Следовательно, покрытие M вписано в 

покрытие M . Значит, ),( UX  - конечно-звездное пространство. 

ТЕОРЕМА 2. Всякая сумма конечно-звездных равномерных пространств конечно-звездна. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть }:),{( MaUX aa  - произвольное семейство конечно-звездных равно-

мерных пространств ),( aa UX , а ),( a
Ma

a
Ma

UX

 - сумма конечно-звездных равномерных пространств. Рас-

смотрим произвольное равномерное покрытие   пространства ),( a
Ma

a
Ma

UX

 . Для каждого Ma 0  по-

ложим },:{ 000
  AMaAX aa . Ясно, что оно является равномерным покрытием пространства 

),(
00 aa UX , и поэтому существует конечно-звездное равномерное покрытие 

00 aa U , вписанное в 
0a . 

Далее рассмотрим семейство  , являющее объединением всех семейств a , Ma . Очевидно, семейство   

является равномерным покрытием пространства ),( a
Ma

a
Ma

UX

  и оно вписано в  . Легко видеть, что    

конечно-звездное покрытие. 

ТЕОРЕМА 3. Пополнение )
~

,
~

( UX конечно-звездного равномерного пространства ),( UX  конечно-

звездное. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть ),( UX  конечно-звездное равномерное пространство и  )
~

,
~

( UX  его попол-

нение. Пусть U
~~ - произвольное равномерное покрытие. Положим   }{~ X . Ясно, что U . 

Пусть конечно-звездное равномерное покрытие U  вписанное в покрытие U . Тогда покрытие U  

продолжается до равномерного покрытия U
~~

  пополнения )
~

,
~

( UX . Из конструкции пополнения равномер-

ного пространства легко следует, что 
~

 является  - звездным равномерным покрытием, вписанным в ~ . 

Напомним некоторые понятия из монографии [1]. 



ИЗВЕСТИЯ  ВУЗОВ,  № 7, 2011 

 
 
 
 

 
 

10 

Равномерное пространство ),( UX называется вполне ограниченным, если для любого равномерного по-

крытия U существует такое конечное множество XA  , что XA )( . 

Равномерно непрерывное отображение f  равномерного пространства ),( UX на равномерное простран-

ство ),( VY называется предкомпактным, если для любого равномерного покрытия U существуют такие 

равномерное покрытие V  и конечное равномерное покрытие U , что  1f . 

Равномерно непрерывное отображение ),(),(: VYUXf   называется равномерно совершенным, если 

оно предкомпактно и непрерывное отображение ),(),(: VU YXf    совершенно. Равномерно непрерыв-

ное отображение ),(),(: VYUXf   является равномерно совершенным тогда и только тогда, когда оно 

предкомпактно и полно. Равномерно непрерывное отображение ),(),(: VYUXf   называется полным, 

если всякий фильтр Коши F  в ),( UX , для которого fF  сходится в ),( VY , сходится в ),( UX . 

Равномерно непрерывное отображение f  равномерного пространства ),( UX на равномерное простран-

ство ),( VY называется равномерно открытым, если отображение f  переводит каждое открытое покрытие 

U  в открытое покрытие Vf  .       

      Система   покрытий множества X  называется направленной, если для любых двух покрытий 

 ,  существует такое покрытие  , что покрытие   вписано в покрытие   . Направленная си-

стема   покрытий множества X  называется квазибазой равномерного пространства ),( UX  или равномер-

ности U , если выполняется условие: нормальная последовательность }{ n покрытий множества X  содер-

жится в равномерности U  тогда и только тогда, когда существует последовательность }{ n покрытий из си-

стемы   такая, что покрытие n вписано в покрытие n  для каждого Nn . 

Равномерно непрерывное отображение f  равномерного пространства ),( UX на равномерное простран-

ство ),( VY называется равномерно факторным, если V - сильнейшая равномерность среди всех равномерно-

стей на Y , при которых отображение f   равномерно непрерывно. 

Равномерное пространство ),( UX называется нульмерным, если оно имеет базу состоящую из дизъюнкт-

ных покрытий. 

Система   подмножеств множества X  называется счетно центрированной, если  o - счетное под-

семейство, то  }:{ 0PP . Равномерное пространство ),( UX называется слабо полным, если всякий 

счетно центрированный фильтр Коши F  в ),( UX  сходится.  

Следующая теорема является спектральной характеристикой конечно-звездных равномерных пространств. 
ТЕОРЕМА 4. Равномерно открытый равномерно совершенный образ и прообраз конечно-звездного рав-

номерного пространства, конечно-звезден. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть V - произвольное равномерное покрытие. Тогда существует конечно-

звездное равномерное покрытие U , вписанное в равномерное покрытие 1f . По условию 

),(),(: VYUXf  - равномерно открытое равномерно совершенное отображение, поэтому, f  является 

конечно-звездным равномерным покрытием пространства ),( VY , вписанное в  . Следовательно, ),( VY - 

конечно-звездное равномерное пространство. 

Пусть ),(),(: VYUXf   - равномерно открытое равномерно совершенное отображение и равномер-

ное пространство ),( VY - конечно-звездно. Пусть U - произвольное равномерное покрытие. Тогда в силу 

равномерной совершенности отображения f , существуют  конечно-звездное равномерное покрытие V  и 

конечное равномерное покрытие U , что  1f . Легко видеть, что  1f  - конечно-звездное 

равномерное покрытие. Итак, ),( UX  - конечно-звездное равномерное пространство. 

Всякое конечно-звездное равномерное покрытие обладает следующими свойствами: 

1) Пусть ),(),(: VYUXf   равномерно непрерывное отображение равномерного пространства 

),( UX  на равномерное пространство ),( VY . Если  U  - конечно-звездное равномерное покрытие и се-
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мейство }:{ ##   AAff  является равномерным покрытием равномерного пространства ),( VY , то 

покрытие #f  также является конечно-звездным равномерным покрытием. 

2) Пусть ),(),(: VYUXf   равномерно непрерывное отображение равномерного пространства 

),( UX  на равномерное пространство ),( VY . Если V  конечно-звездное равномерное покрытие, то 

Uf  1
 также является конечно-звездным равномерным покрытием. 

ТЕОРЕМА 5. Равномерное пространство ),( UX  является конечно-звездным и слабо полным, тогда и 

только тогда, когда равномерное пространство ),( UX  является пределом обратного спектра, составленного из 

конечно-звездных равномерных пространств и равномерно непрерывных отображений «на». 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Необходимость. Пусть равномерное пространство ),( UX  конечно-звездно и сла-

бо полно. Ясно (см. [1], стр. 64), что равномерное пространство ),( UX  является пределом обратного спектра 

)},),,{( MhUX b
aaa , составленного из равномерных пространств ),( aa UX  и равномерно непрерывных 

отображений «на» 
b
ah . Пусть B -база равномерности U , состоящая из звездно-конечных покрытий. Пусть 

aN - база равномерности aU . Тогда UNf aa 1
, где af - равномерно непрерывное отображение равномер-

ного пространства ),( UX  на равномерное пространство ),( aa UX . Для любого aa Nf 1  выберем такое 

B)( , что  )( . Положим }:)({ 1
1 aa NfB   .  

Пусть определены mBBB ,...,, 21 .  

Тогда },,),(:),({ 212121211 mm BBB    . Пусть m
m

a BB





1
. Тогда aB  яв-

ляется счетной базой некоторой псевдоравномерности aU   и aaa BUf 1
. Можно легко построить равномер-

ное пространство ),( aa UX  . По условию 1) оно является конечно звездным равномерным пространством. 

Следовательно, множество :{ MaM  пространство ),( aa UX  является конечно-звездным}  является 

конфинальной части множества M . Итак, равномерное пространство ),( UX  является пределом обратного 

спектра, составленного из конечно-звездных равномерных пространств и равномерно непрерывных отображе-
ний «на». 

Достаточность легко следует из условия 2) и предложения 1.4.9 (см. [1], стр. 63).  

ТЕОРЕМА 6. Для равномерного пространства ),( UX  следующие условия равносильны 

1. Равномерное пространство ),( UX  имеет квазибазу  , состоящую из конечно-звездных покрытий; 

2. Равномерное пространство ),( UX является образом некоторого нульмерного равномерного простран-

ства ),( VY  при равномерно факторном отображении f  таком, что подпространство ),( 1

1

xf
Vxf 


 равномер-

ного пространства ),( VY  предкомпактно для каждого Xx . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. )2)1  . Пусть равномерное пространство ),( UX  имеет квазибазу  , состоя-

щую из конечно-звездных покрытий. Через A  обозначим множество всех внутренних пересечений всевозмож-

ных конечных подсемейств },...,,{ 21 n . Очевидно, A  также является квазибазой равномерности U . 

Каждое покрытие A  наделим дискретной равномерности и рассмотрим произведение равномерных про-

странств }:),{( AUX   . Для }:),{( AUX     через   мы обозначим  -ю координа-

ту точки  . Назовем точку }:),{( AUX     отмеченной, если множество }:{ AA   состо-

ит ровно из одной точки, обозначаемой через }{x . Пусть     :}:),{({ AUXY отмеченная 

точка} подмножество пространства }:),{( AUX   .                

Положим },...,2,1,},:{:{),...,,(
21

niAAAAYAAAO
iin

 
  . Заметим, что 

},...,,:),...,,({ 21,...,, 212121 nnnn
AAAAAAO    

-дизъюнктное покрытие пространства 
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),( VY  и система }},...,,{:{ 21,...,, 21
AB nn

   -база равномерности V  индуцированной равномер-

ности из }:),{( AUX   . Каждой точке }:{ AA    поставим в соответствие такую един-

ственную точку Xx , что }:{}{ AAx   . Ясно, что такое отображение является съюрективным. 

Легко видеть, что отображение f  нульмерного равномерного пространства ),( VY  на равномерное простран-

ство ),( UX  равномерно факторно. Так как квазибаза A  состоит из конечно-звездных покрытий, то 

),( xSt состоит из конечного числа элементов для любого A . Ясно, что 

  }:),({1 AxStxf  для любого Xx . Легко видеть, что пространство ),( 1

1

xf
Vxf 


предком-

пактно для каждого Xx , как произведение дискретных предкомпактных пространств. 

)1)2  . Пусть  f  равномерно факторное отображение нульмерного равномерного пространства ),( VY  

на равномерное пространство ),( UX  и прообраз каждого  Xx  предкомпактен. Так как равномерное про-

странство ),( VY  нульмерно, то оно имеет базу A  состоящую из дизъюнктных покрытий. В силу факторности, 

ее образ является квазибазой равномерного пространства ),( UX . Так как след каждого дизъюнктного покры-

тия A  на ),( 1

1

xf
Vxf 


 предкомпактно, то   fA  состоит из конечно-звездных покрытий. 

СЛЕДСТВИЕ 1. Для равномерного пространства ),( UX  следующие условия равносильны 
1. Равномерное пространство ),( UX  имеет счетную квазибазу  , состоящую из конечно-звездных по-

крытий; 
2. Равномерное пространство ),( UX является образом некоторого нульмерного метрического простран-

ства Y  при равномерно факторном отображении f  таком, что подпространство xf 1
 метрического про-

странства Y вполне ограничено для каждого Xx . 
ТЕОРЕМА 7. Для равномерного пространства ),( UX  следующие условия равносильны 
1. Равномерное пространство ),( UX  является конечно-звездным пространством; 
2. Равномерное пространство ),( UX является образом некоторого нульмерного равномерного простран-

ства ),( VY  при равномерно открытом отображении f  таком, что подпространство ),( 1

1

xf
Vxf 


 равномер-

ного пространства ),( VY  вполне ограничено для каждого Xx . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть ),( UX - конечно-звездное равномерное пространство. Пусть A  база рав-

номерности U состоящая из конечно-звездных равномерных покрытий. Ясно, что внутренне пересечение лю-
бого конечного числа элементов из A  снова является элементом A . Аналогично построим нульмерное равно-
мерное пространство ),( VY  и отображение f . Отображение f  является равномерно открытым, так как об-
раз i

n

i


1
  каждого открытого равномерного покрытия 

n ,...,, 21
 является равномерным. Легко видеть, что 

xf 1
 -вполне ограничено для каждого Xx . Обратно, пусть f - такое равномерно открытое отображение 

нульмерного равномерного пространства ),( VY  на равномерное пространство ),( UX , что  подпространство 
),( 1

1

xf
Vxf 


 вполне ограничено для каждого Xx . Так как пространство ),( VY   имеет базу состоящую из 

дизъюнктных открытых равномерных покрытий, то ее образ образует базу равномерного пространства 
),( UX . Легко видеть, эта база состоит из конечно-звездных покрытий. 
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