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В данной работе описаны математические модели прямых и обратных задач термоупругости. 

The given article describes mathematical models of direct and inverse thermo elasticity problems. 

Введение. В последнее время теория термоупругости получила существенное развитие в связи с важными 
проблемами, возникающими при разработке новых конструкций паровых и газовых турбин, реактивных и ра-
кетных двигателей, высокоскоростных самолетов, ядерных реакторов и др. Элементы этих конструкций рабо-
тают в условиях неравномерного нестационарного нагрева, при котором изменяются физико-механические 
свойства материалов и возникают градиенты температуры, сопровождающиеся неодинаковым тепловым рас-
ширением частей элементов. 

Неравномерное тепловое расширение в общем случае не может происходить свободно в сплошном теле; 
оно вызывает тепловые (термические, температурные) напряжения. Знание величины и характера действия 
тепловых напряжений необходимо для всестороннего анализа прочности конструкции. 

В общем случае изменение температуры тела происходит не только вследствие подвода тепла от внешних 
источников, но и в результате самого процесса деформирования. При деформировании тела от механических 
или тепловых воздействий, протекающих с большой скоростью, возникает так называемый эффект связанности, 
обусловленный взаимодействием полей деформации и температуры. Он проявляется в образовании и движении 
тепловых потоков внутри тела, возникновении связанных упругих и тепловых волн, термоупругом рассеянии 
энергии. 

В теории термоупругости обычно накладывается ограничение на величину термического возмущения: 
приращение температуры предполагается малым по сравнению с начальной абсолютной температурой. Снятие 
этого ограничения не нарушает предположения о малости деформаций, но приводит к появлению нелинейных 
членов в связанных уравнениях термоупругости. Возможно построение единой теории термоупругости без ука-
занного ограничения в рамках предположения о малости деформаций, учитывающей зависимость упругих и 
термических коэффициентов от температуры. В общем случае она является нелинейной теорией связанной 
термоупругости и в качестве частных случаев охватывает как линейную теорию связанной термоупругости при 
малом термическом возмущении, так и теорию несвязанной термоупругости при большом термическом возму-
щении, использующую линейные уравнения движения и нелинейное уравнение теплопроводности. 

При исследовании динамических задач термоупругости учет связанности полей деформации и температуры 
дает возможность выявить новые качественные особенности протекания процесса деформирования. Анализ 
сравнительно простого решения одномерной задачи о распространении плоских гармонических термоупругих 
волн в неограниченном теле позволяет правильно понять основные черты термоупругих явлений при разных 
частотах волн и параметрах связанности материала. В качестве основных граничных связанных задач термоуп-
ругости следует отметить двумерные задачи о распространении плоских термоупругих волн вдоль поверхности 
полупространства и продольных термоупругих волн в длинном цилиндре. 
Все выше сказанное доказывает актуальность и ценность темы термоупругости и изучения ее моделей. 

Математические модели и методы термомеханики. В математических моделях термомеханики рас-
сматривают различные способы распространения тепла в сплошных средах. Считается, что распространение 
тепла может проходить за счет теплопроводности (тепло передается через само вещество), конвекции (тепло 
передается за счет относительного движения частиц нагретого тела) и излучения (перенос тепла осуществ-
ляется за счет электромагнитного излучения). 

Модели термомеханики без учета электромагнитных полей. Основные законы термодинамики для 
изучения свойств термоупругого тела впервые применил Томсон. В этом случае модель получалась динамиче-
ской и связанной, т.к. в уравнении теплопроводности и уравнениях движения учитывались слагаемые деформа-
ционного нагрева и инерционные члены. 

В линейной теории термоупругости считается, что максимальное изменение температуры мало по отноше-
нию к начальной абсолютной температуре. Случай больших изменений температуры в рамках предположения о 
малости деформации приводит к необходимости учета нелинейных членов в связанных уравнениях термоупру-
гости, а также зависимости тепловых и упругих свойств от температуры. 

Особенно широкое развитие получили теории теплопроводности и термоупругости в случае изотропных 
пластинок и оболочек, ослабленных отверстиями и трещинами. Для решения таких задач использовались 
методы комплексных потенциалов, сингулярных интегральных уравнений, функций Грина, малого параметра, 
дисторсии, интегральных преобразований, асимптотические методы, метод конечных элементов. Наиболее 
удобными в использовании оказались методы комплексных потенциалов. 
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Особое внимание в задачах термомеханики уделяется способу задания тепловой нагрузки и ее моделиро-
ванию при решении конкретных задач. В этой области проведен ряд исследований, в которых учитывались раз-
личные формы моделирования тепловой нагрузки: задание значений температуры и плотности потоков тепла 
на границе, сосредоточенных источников тепла, однородных потоков тепла на бесконечности. Сосредоточен-
ный источник тепла, как правило, рассматривается как предельный случай задания на контуре кругового отвер-
стия потока тепла постоянной плотности, когда контур стягивается в точку. 

Модели термомеханики с учетом электромагнитных полей. Изучением термомеханического поведения 
деформируемых твердых тел с учетом электромагнитных полей, связанных с механическими и тепловыми про-
цессами в теле, занимается механика связанных полей. 

При рассмотрении тела в двудипольной модели считается: оно состоит из движущихся материальных час-
тиц-носителей электрических, магнитных зарядов, свободных зарядов и токов, создающие электромагнитное 
поле в среде. При этом поляризация и намагниченность моделируются электрическими и магнитными диполя-
ми, состоящие из пары положительных и отрицательных электрических и магнитных зарядов соответственно. 
На основе такого представления формулируется макроскопическая система уравнений электродинамики. В 
этой модели характеристики поля выводятся из предположения, что на каждый заряд в поле действует сила 
Лоренца, на диполь - момент таких сил. 

В модели Максвелла - Минковского в отличии от рассмотренных выше моделей, в которых макроскопиче-
ские электромагнитные поля и уравнения электродинамикн получается путем осреднения полей и уравнений на 
микро-уровне, уравнения электродинамики для движущегося тела получаются из уравнений Максвелла для 
неподвижного тела, исходя из предположения Лоренц - инвариантности уравнений электродинамики. Выраже-
ния для характеристик поля и энергии получаются из закона сохранения для системы взаимодействия электро-
магнитного поля и среды, предполагая замкнутость механической и незамкнутость электрических подсистем. 

На основе описанных моделей с использованием локально-равновесной или рациональной термодинамики 
предложены некоторые обобщенные термодинамические модели, описывающие упругую, вязкоупругую, пла-
стическую деформацию тел, способных к поляризации и намагничиванию и обобщающие классические модели 
линейной термоупругости, а также термовязкоупругости, термовязкопластичности. Кроме уравнения Максвел-
ла, эти модели учитывают различные теплофизические свойства материалов тел, а именно: электропроводи-
мость, пьезоэффект, пироэффект и др. 

Исследования термоупругого состояния. Двумерные и плоские задачи. В настоящее время наиболее 
полно разработаны плоские задачи теплопроводности и термоупругости изотропных и анизотропных сред. 
Проведены многочисленные исследования термоупругого состояния изотропной пластинки с отверстием или 

трещиной. При этом в качестве тепловых воздействий выступали сосредоточенные источники тепла или 

однородный поток тепла на бесконечности. Много исследований проведено и для многосвязных сред. Напри-

мер, известны исследования для изотропного кругового диска с отверстиями, включениями или трещинами при 

действии сосредоточенных источников тепла и разности температур. 
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