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В данной работе произведён расчет цилиндрических пружин кручения, при её деформировании в упругой стадии, 
изготовленных из материала, обладающего эффектом памяти формы в нелинейной постановке. Приводится анализ 
напряженно-деформированного состояния и определяется тот предельный момент, после которой появляются неупругие 
деформации. 

In the given work calculation of cylindrical springs of torsion, at its deformation in the elastic statement, made of a materia! 
possessing effect of memory of the form in nonlinear statement. The analysis of the strained -deformed condition and defined that 
limiting moment after which appear поп elastic deformations. 

Как правило пружины, изготовленные из традиционных материалов, работают в упругой области 
деформирования. С появлением материалов, обладающих эффектом памяти формы, пружины, изготовленные на 
их основе, могут работать и за пределом упругих деформаций [1,2,7,8]. Причем, для использования эффектов 
обратимой памяти, генерации реактивных усилий, и т.п. наличие неупругих деформаций является обязательным 
условием. Обзор технических решений при применении материалов с памятью формы приведен в работе [3]. В 
данной работе теоретически исследуется рабочие характеристики цилиндрических пружин кручения, при её 
деформировании в упругой области изготовленных из материала обладающего эффектом памяти формы и задача 
решается в нелинейной постановке. Проводится анализ напряженно-деформированного состояния и 
определяется предельная нагрузка, после которой появляются неупругие деформации. Определение рабочих 
характеристик включает установление соотношений между изменениями диаметра, угла подъема, а также 
перемещений конца пружины (угловых и линейных) в зависимости от крутящего момента т. 

Рассмотрим цилиндрическую винтовую пружину, изготовленную из проволоки диаметром d, обладающей 
эффектом памяти формы. Пусть она воспринимает продольно-растягивающую нагрузку Р и крутящий момент т. 
Известно, что геометрия цилиндрической винтовой пружины определяется тремя основными независимыми 
параметрами: D-диаметр пружины, а - угол подъема оси винтового бруса, l - длина оси рабочей части винтового 
бруса. 

Рассмотрим геометрическую сторону данной задачи. Выразим необходимые геометрические 
характеристики пружины через основные независимые параметры. Известно [4,5], что они определяются 
следующими формулами: шаг оси винтового бруса 

h = Dtg , (1) 

число рабочих витков   

cos a

p
=

l
l

D
         (2) 

Длина рабочей части пружины, т.е. её высота 

Н = hi, или Н = 1 sin . (3) 

Введем полярный угол φ, отсчитываемый от некоторой оси перпендикулярной оси винтового бруса. Тогда 
его максимальное значение будет 

φ 1 =  = 2πi . 

Или с учетом формулы (2) 

2
cosy a=

l

D
 (4) 

Кривизна винтовой линии определяется формулой 

2 cos a
c =

D
 (5) 

Кручение винтовой линии определяется формулой



 

8 
 

ИЗВЕСТИЯ ВУЗОВ № 1, 2010 ИЗВЕСТИЯ ВУЗОВ № 1, 2010 

2 sin a
w =

D
          

(6) 

Из этих формул видно, что при растяжении и кручении пружины, её высота Н и угол подъема а изменяются, 
а торцы пружины получают взаимные угловые и линейные перемещения. Рассмотрим внутренние усилия в 
пружине, нагруженной растягивающей осевой силой Р и крутящим моментом т (рис. 1 а.). 

 

 
Рис. 1. 

 
Равновесие пружины отсеченной плоскостью, нормальной к винтовой линии, даёт, что момент внутренних 

сил в осевой плоскости будет PD/2, момент в плоскости перпендикулярной к оси - равен т. (рис. 16). Из рисунка 
 (рис. 1е) видно, что крутящий и изгибающий моменты в поперечном сечении витка будут равны: 

2
cos sina a= +Ì êð m

PD

 (7) 
 

2
cos sina a= -Ì èç

PD
 (8) 

Рассмотрим перемещение пружины. Очевидно, что осадка пружины  равна изменению высоты ∆Н, а угол 
поворота � одного торца относительно другого равна изменению центрального угла ∆. 

Изменение кручения и кривизны витка пружины в упругой стадии её работы определяются законом Гука, 
т.е. 

, .w cD = D =
C

Mèç

Â

Ì êð

        

(9) 

 
где С = GJкp, В = EJuз - жесткости проволоки на кручение и изгиб, Jкр - Jр – полярный момент инерции, Juз= 

Jh  – осевой момент инерции сечения относительно бинормали .b   
Рассмотрим нелинейный случай. В этом случае уравнения равновесия составляются для деформированного 

состояния пружины. 
Перемещения определяются на основании (3) и (4) следующими формулами: 
 

(sin sin ),
0 0

l a a= - = -H H l

        

(10)  

0

coscos
2 .

0
aa

q y y= - =
ж цчз ч-з чз чзи ш

l
D D

         (11) 

На основании формул (5) и (6) изменения кривизны и кручения равны 

0

2 cos2 cos
,

22
0

0

aa
c c cD = - = -

D D
        (12)  

0

sinsin 2
.

2
0

0

aa
w w wD = - = -

D D
         (13) 
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(19)
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Рис.7 

 
На рис. 7 приведены кривые т от угла а при различных начальных углах подъёма, кривая 5 соответствует 

предельным крутящим моментам. 
Из графиков видно, что кривые зависимости изменения угла подъема  от безразмерной величины 

перемещения конца пружины при кручении  изменяется линейно при любых  0. Отношение D/D0 и крутящий 
момент m изменяется асимптотически, причем, чем больше начальный угол подъема, тем сглажен нее. 

Графически и аналитически получены решения уравнения (21). При этом, для рассматриваемых углов 
подъема пружины, предельные крутящие моменты оказались приближенно равны, то есть, для всех пружин  

тФТ = 102Н ∙ мм . 
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